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سؤال متنوع و حل شده از سؤالات كتاب درسي و  امتحانات نهايي داخل و خارج  1000اي كامل به همراه اين مجموعه شامل درسنامه
همراه سؤالات مفهومي و تأليفي از متن كتاب درسيه . تمام نكات لازم براي شما ارائه شده . اين كتاب با توجه به رويكرد از كشور به 

تدوين شده و سعي كردم كاستي هاي اونو پوشش بدم .  از طرفي نحوه ي نوشتن پاسخ تشريحي ، براي امتحان نهايي   3كتاب رياضي 
. سازو كارتدوين كتاب بطوريه كه با استفاده از مفاهيم و سؤالات حل  "ويسي و نمره سوال رو كامل بگيرياندازه بن "هم ارائه شده تا به

آوردم " توضيح دار "آزمون شبيه سازي شده امتحان نهايي همراه با پاسخنامه كاملاً تشريحي و  8شده قادر به حل سؤالات بعدي باشي .  
  برگزاري ديدار كنيد .تا شما سوالات امتحان نهايي رو قبل از 

وجه از آن غافل  نشويد سؤالات امتحانات هاي كتاب درسي شروع كنيد و به هيچها و تمرينلبراي موفقيت در درس رياضي بايد از حل مثا
يناته! شن. آفت موفقيت شما حفظ كردن پاسخ تمرهاي كتاب درسي طراحي ميها و مثالنهايي و حتي كنكور به طور مستقيم از تمرين

تسلط بر مفاهيم مستلزم فهم درست درسه و اكتفا كردن به خواندن حل مسأله كارساز نيست، دقت كنيد كه حل هر سؤال براي شما 
 كمكيه براي حل سؤالات جديدتر و درك مفاهيم اساسي رياضي از طريق حل مسئله .

 دقت به موارد زير موفقيت شما را افزايش ميده :
 چنين توجه  به كاربرد مفاهيم و تعاريف در حل مسئله .  بررسي موضوعات به صورت تشريحي و مفهومي و هم -1
 ي زياد و اينكه روش هاي مختلف حل يه سوال رو يادبگيري.  يادگيري عميق موضوعات با حوصله -2
مثال هاي حل شده كتاب رو هم بايد اول سعي كنيم  بررسي نمونه سوالات حل شده و پس از آن حل تمرين ( البته به اعتقاد من -3

 خودمون حل كنيم ) و در صورت نيافتن راه حل رجوع به پاسخ.
تمرين حل شده است، چون  1٠٠٠تر از خوندن  و حفظ كردن تمرين كه خودتون حل مي كنيد به مراتب بيش 5٠خوبه بدونيد ارزش 

 پردازيد.هايي است كه خودتون به حل آن ميها و تمرينحل مسأله رياضي مثال ترين آن برايترين قسمت يادگيري و كاربرديمهم
ره ،بنابراين  انتظار نداشته باشيد در اين درس در كوتاه مدت فرآيند يادگيري رياضي تدريجيه  و در صورت عدم تكرار و تداوم از ياد مي

طالب آموخته شده اتفاق مي افته . تسلط ومهارت در هر درسي نتيجه تسلط كامل پيدا كنيد بلكه اين مهم آهسته و پيوسته با تمرين م
 تلاش مستمر و پيگيريه .

 

لطف كنيد كمي و كاستي اين كتاب را از من دريغ نكنيد تا مجموعه بهتري ارائه بشه از صبر و حوصله و دقت شما سپاس بي پايان دارم 
 از ودقت نظر تشكر مي كنم . 

 فرزندانم كه براي تاليف اين مختصر وقت بسياري را از ايشان دريغ داشتم . سپاس و عشق ، نثار همسر و
  

: محمد صادق روحاني گَلمجاني1403كرج اسفند   
  

 به جای مقدمهه
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  مشتق 4فصل   

 با داشتن مختصات دو نقطه غير هم طول واقع بر خط به راحتي از رابطه زير حاصل مي شود .، مي دانيم شيب يك خط   

 
  

 
 
 
 
 

                                                                             
                                                  B A

AB
B A

y ym tan
x x

�
� � �
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Bفرض كنيد دو نقطه  , A   روي نمودار تابعf   باشند خطي كه اين دو نقطه را به هم وصل 

 :   مي كند اصطلاحاً خط قاطع گفته مي شود و شيب آن 

B A
AB

B A

y y f (b) f (a)m
x x b a

� �
� � �

� �
 

 به اندازه كافي  Bنزديك بشه عملاً وقتي  Aيواش يواش به نقطه  Bحالا تصور كن نقطه 

 خواهد شد . و شيب اين خط Aنزديك بشه خط قاطع تبديل به خط مماس در نقطهAبه

          .  است هم قابل تعيين 

                            AB A b a

f (b) f (a)if B A m m lim tan
b a�

�
� � � � � �

�
 

 

fاگر  (x)  يك تابع باشد شيب خط مماس بر تابعf  در نقطهA( a , f(a)  به صورت زير تعريف مي شود . (

               
x a

f (x) f (a)f (a) lim
x a�

�� � �
�

 

 به شرط اينكه اين حد موجود باشد . 

                                                       اين حد را به اين شكل هم مي توان نوشت :                                        
h

f (a h) f (a)f (a) lim
h�

� �� � �m 

f) شيب خط مماس بر تابع  1  (x) x�  در نقطهx ��  را تعيين كنيد . 1

 : چشم پاسخ    ��

                                                       
x x x

f (x) f ( ) x xf ( ) lim lim lim
x x� � �

� � �� � � �
� �1 1 1

1 1 11 1 1 ( x )� 1 x
lim

( x )( x ) �
� �

�� 1
1 1

211
 

 A    شيب خط مماس بر منحني در نقطه ي

 

 

 
 

 

 
 

  

 A    شيب خط مماس بر منحني در نقطه ي

 Aشيب خط مماس بر منحني در نقطه ي    

 

 

 

  

  

 خط قاطع 

 خط مماس 
 شيب خط قاطع 
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  مماس بازي

 در همسايگي  نقطه اي صعودي باشد ، خط مماس  fنمودار تابع اگر 

 بر نمودار تابع در آن نقطه نيز صعودي خواهد بود در نتيجه شيب 

 خط مماس يعني مشتق هم مثبت مي باشد . و برعكس 

 

 در همسايگي  نقطه اي نزولي  باشد ، خط مماس  fنمودار تابع اگر 

 بر نمودار تابع در آن نقطه نيز نزولي خواهد  بود در نتيجه شيب 

 مماس يعني مشتق در آن نقطه هم منفي مي شود  .خط 

 

 از طرفي هر جا تابع  ماكزيمم يا  مينيمم  كلاسيك بشه مشتق تابع صفره چون خط مماسش 

 افقيه و شيبش صفره    

 

 هر جا تقعر يا گودي تابع رو به بالا باشد از چپ به راست مقدار مشتق  افزايشي  است . 
 

 

 هر جا تقعر يا گودي تابع رو به  پايين  باشد از چپ به راست مقدار مشتق كاهشي است . 

 

 در اين شكل از چپ به راست ابتدا گودي تابع رو به بالاست  يعني در اين بازه مشتق روندي صعودي يا

 افزايشي دارد از نقطه ستاره دار به بعد كه گودي تابع رو به پايين مي شود مشتق تابع كاهشي يا نزولي مي شود  

		در بازه    fآمده است نمودار تابع  f) در جدول مقابل بعضي از مقادير تابع   2 
,2  كدام مي تواند باشد  ؟  6
 

      1  (         2    ( 
 
 

      3  (        4  ( 

 : پاسخ    ��

�درست است . از طرفي :   4يا   1مطابق جدول تابع روندي صعودي دارد . يعني گزينه هاي     � � �� � �
� � � �

2 12 26 2 3 26 32 3
3 2 4 3 5 4 6 5  � � �12 26 2 3 26 32 3� � � �� � �3 2 3 5 و اين  5

 درست است  چون گودي اين تابع رو به پايين است .  4يعني  شيب هاي خط مماس بر منحني از چپ به راست كمتر مي شود بنايراين گزينه 

 

6 5 4 3 2 x 
3230262012f (x)
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x"بع صعودی و مش# "بع ، و شیب خط مماس در   a�  . مثب'دtan m f (a)�� � � �  

 

x"بع مش# پذیر و مماس پذیر است .  معادله خط مماس بر "بع در نقطه  a�                :y f(a) f (a)(x a) y mx n�� � � � � � 

 

            

x"بع نزولی  و مش# "بع ، و شیب خط مماس در  a�  . منفی اندtan m f (a)�� � � 
  

x"بع مش# پذیر و مماس پذیر است . َ معادله خط مماس بر "بع در نقطه  a� :                    y f(a) f (a)(x a) y mx n�� � � � � �

           

 
x  "بع ماک7مم  یا مینیمم دارد و مش# "بع  و شیب خط مماس در      a�   . صفر اند   tan m f (a)�� � � �  

 

x"بع مش# پذیر و مماس پذیر است .  معادله خط مماس بر "بع در نقطه  a�       : f (a)y f(a) f (a)(x a) y f(a)� ��� � � ����� ��� 

      

) اگر  3
x

f (x)lim
x��

�
� �

�1
4  باشد  شيب خط مماس در نقطه ...................... برابر .........................  است  31

 پاسخ:    �   

                 
x a x

f (x) f (a) f (x (A( , ) , f ))f (a) lim lim a , f( )
x a x� ��

� �� � � � � � � �
�

�� � � �� � �
� 1

1 4 1 34 3 1 1 41 

 

B) شيب خطي كه نقاط  4 , A  و   1با طول هايx � fروي تابع مشتق پذير   1 (x)   : را به هم وصل مي كند برابر است با
sin(x )

x

��

�
2

3 2   

xشيب خط مماس بر اين تابع  در    �  را تعيين كنيد . 1

            پاسخ:     �   
sin(x )f (x ) f ( ) f (x ) f ( ) cosx

(x ) x x x

��� � � � �� � � �
� � � �
1 1 1 1 2
1 1 3 2 3  ABشيب خط  2

     
x x x

f (x ) f ( ) f (x ) f ( ) cosxlim lim lim(x ) x x� � �

� � � � � � �� � � � �
� � � �
1 1 1 1 1 1
1 1 3 2 2 2m lim lim(x ) x xx x

lim lim 2) x xx xx �
�1 1

22�
 شيب خط مماس 
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xدر نقطه اي به طول  f) در نمودار زير خط مماس بر نمودار  5   �� fرسم شده است . اگر  3 ( ) , f( )�� � �3 6 3  را    Bمختصات نقطه   7

 كنيد . مشخص        

 را به دست مي آوريم .  Aخط مماس بر منحني در نقطه  معادلهاول   پاسخ: �      

               By (x ) y x y ( )�� � � � � � � � � �7 6 3 6 11 6 4 11 13 

 

 

 )    1401مماس  باشد .  ( دي    fبر نمودار تابع  Aدر نقطه  dبه صورت زير رسم شده است . اگر خط  f) نمودار تابع  6

الف ) حاصل      
x

f (x) f ( )lim
x�

�
�2

2
 را بيابيد  .  2

Bب ) شيب خط هاي مماس در نقاط      , A  . را مقايسه كنيد 

  پاسخ:     �   

  الف  )                     
x

f (x) f ( )lim f ( ) tan
x�

� �� � � � �
�2

2 42 22 2 

Aب )                                                            Bm m� 

 

)fدر شكل مقابل  داريم   f)  براي تابع  7 ) , f ( ) /�� �4 24 4 1 Cبا توجه به شكل مختصات نقاط  5 , B  1400را بيابيد ( خرداد   ( 

 پاسخ:   �   

xمعادله خط مماس بر منحني در نقطه            a�           :y f(a) f (a)(x a)�� � � 
xمعادله خط مماس بر منحني در نقطه          � 4                   :y / (x )� � �24 1 5 4 

           
B

C

y / ( ) /

y / ( ) /

� � � �

� � � �

1 5 3 4 24 22 5

1 5 5 4 24 25 5
 

 

�) نمودار تابع  8 �f x  به صورت مقابل است . اگرm  ؟   درست نيستشيب خط مماس در هر نقطه باشد كدام گزينه 

 
 

       1      (      Am 
  
       2    (   D Bm m�   
       3   (   C Am m
  
       4 (    Bm �  
 
Aمنفي است  پس :     Aمثبت ولي درنقطه   C:  چون مشتق  در نقطه   3پاسخ:  گزينه     �   Cm m
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f است در چند نقطه مشخص شده  روي نمودار تابع  رابطه   f) شكل مقابل مربوط به نمودار تابع  9
f

�
�

 برقرار است ؟  

   1  (1          2  (2 

  3  (3      4  (4  

 
 پاسخ:     ��

     f
f

�
�

 اين يعني نقاطي كه مقدار تابع و مشتق تابع هم علامت باشند . يعني هر هم زمان مثبت و يا هم زمان منفي باشند .  

 مقدار و مشتق تابع هر دو مثبتند   Bدر نقطه                        مقدار تابع منفيه ولي مشتق تابع مثبته  Aدر نقطه  

 مقدار تابع منفي و مشتق تابع صفره   Dدر        مقدار تابع مثبته و مشتق منفيه       Cدر نقطه  

 مقدار تابع صفر و مشتق تابع مثبته   Fدر  نقطه                              مقدار تابع منفي ولي مشتقش مثبته   Eدر نقطه  

 د  .ندر شرايط مسئله صدق مي كن  B,Gنقاط  پس   هم مقدار تابع منفيه و هم چون نزولي مشتق منفيه  Gدر نقطه   

 

 )    1401كداميك از گزينه ها درست است   ( خرداد    f) با توجه به نمودار تابع  10

cالف )       b am m m� bب )    � a cm m m� � 

aپ )       b cm m m� aت  )    � c bm m m� � 

 پاسخ:  گزينه  پ  درست  است     �
 
 

f) اگر نمودار تابع  11 (x)  شكل رو به رو باشد در كدام بازهf (x)�  است  ؟  �

 پاسخ:      �     
 تابع هر جا كه روندي نزولي دارد مشتق آن منفي است     

�پس بازه       
,��  . جواب مسئله خواهد بود 2

 

f) در شكل مقابل  حاصل  12 ( ) g ( )� ��1  را تعيين كنيد  . 1

 

 پاسخ:      �

 

xمعادله خط مماس در نقطه       � ):                   fيعني تابع  gبر منحني  1 )y (x ) x f(x) x� �� � � � � � � �
�

2 12 1 3 3 3 11 ( )(x )) 

xاين خط در نقطه       � fهم عرض است و هم ، هم شيب است يعني :  gهم با  1 ( ) g( )
f ( ) g ( )

� � �
� �� �
1 2 1 2
1 3 fدر نتيجه   1 ( ) g ( )� �� � � �1 1 3 3 6 
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 ) با توجه به شكل مقابل كدام گزينه صحيح است  ؟ 13

       1  (
x

f (x)lim x�

� �
�3

6 13           2   (
x

f (x)lim x��

� �
�3

1 43 � 4 

      3  (
x

f (x)lim x��

� �
�3

1 23 � 2          4  (
x

f (x)lim x�

� �
�3

3 23 

 

xمطابق شكل خط در :  پاسخ  ��   �  بر منحني مماس است يعني  :  3

            
x x x

f (x) f ( ) f (x) ( ( ) ) f (x)f ( ) lim lim limx x x� � �

� � � �� � � � �
� � �3 3 3

3 2 3 4 13 23 3 3 2� 

 

f) در شكل مقابل نمودار  14 (x)   و خط مماس بر منحني آن در نقطهx � fداده شده است . مشتق تابع   2 (x)   را در نقطهx �  بيابيد . 2

 :  پاسخ    � 

xشيب خط مماس در    �  ميشه مشتق تابع در همين نقطه   2

)Aخط مماس از دو نقطه    , ) , ( , )2 3 1,  مي گذرد بنابراين شيبش ميشه   :   ,(

                                                             LABm f ( )� �� � � �
�

3 2 1 122 2 22 

 

xبه طول  A) در نقطه  15 � yروي منحني   1 x� �4  قطع كرده است.   Bها را در  xخطي بر منحني مماس شده است ، امتداد اين خط محور  5
 كدام است ؟  �BAباشد ، اندازه  Aتصوير نقطه  �Aاگر        

 
 
 

                        :  پاسخ �
L

x

tan m
x

AAtan BABA BA

�

� � � �
�

� �� � � � � �� �

1

4 2
32 4 5

2 3 9
3 2
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 اي روي منحني:خط مماس و قائم در نقطه يمعادله 

y منحنی نمایش "بعبر  a ای به طول در نقطه   L   اگر خطالان دیگه می دانیم    f(x)� ،مماس باشد 
 آید: Aر به دست می یشیب خط مماس از رابطه

 

                        � �
x a

f (x) f (a)m tan lim f a
x a�

� �� � � �
�

 

 حالا  اگه معادله خط  مماس و قائم بر "بع رو خواست به شکل Aر عمل  کن   

 
       

 

3معادله خط مماس بر منحني تابع با ضابطه )  16 22 3 5f(x) x x x� � � 1xدر نقطه اي به طول  � �  . را بنويسيد  �

                                                                 :پاسخ�
f (x) x x x f (x) x x

f ( ) f ( )

y f ( ) f ( )(x ) y (x ) y x

�� � � � � � � �

�� � � � �

�� � � � � � � � � � � �

3 2 22 3 5 3 4 3
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 9(x ) y x 9(x ) y x) y �

                    

 

3) اگر منحني   17 2 6y x ax bx� � � 2بر خط   � 1y x� 1xدر   � �  كدام است ؟  bمماس باشد ،   �
    1  (13                  2  (7                   3  (12                 4  (6  
     پاسخ:�   

                                      

� � � �

� � � � � �

xx

xx x

x ax bx x a b

x ax bx x x ax b a b

a , b

����

���� ��

� � � � � � � � �

� �� � � � � � � � � � � � � �

� �

3 2
11

3 2 2
11 1

6 2 1 6

6 2 1 2 2 2 2 1

7 13

                 

      خواهيم مماس يا قائم در آن رابنويسيم معلوم كنيد.اي كه مي) اول مختصات نقطه1

و   را تعيين كنيد اين همان شيب خط مماس است.    مشتق بگيريد و   ) از تابع2

 )خوان(بعضي وقتا اين مشتق رو از راه تعريف ميشيب خط قائم است.    

 شوند:ي خط قائم به شكل زير نوشته ميلهي خط مماس و معاد) معادله3

 

 

  خط قائم   خط مماس 

  Aيشيب خط مماس در نقطه
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yبا استفاده از تعريف مشتق، مشتق تابع  ) 18 x�� �2 ي خط مماس بر منحني اين تابع را محاسبه نمايد. سپس به كمك آن معادله 1اي به طول را در نقطه 1
 واقع بر منحني تابع بنويسيد.                                     1اي به طولدر نقطه

 پاسخ:��

                                                                                      
x x x x

f (x) f( ) x ( ) (x )(x )f ( ) lim lim lim lim(x )
x x x

A L : y (x )
( )

� � � �

� � � � � �� � � � � � �
� � �

� � � �
� �

2

1 1 1 1

2

1 1 1 1 1 11 1 21 1 1
1 2 11 1 (x )(x(x

 

xyي خط مماس بر نمودار تابع ) معادله 19
x

�
� �ي را در نقطه 2 �A ,3  )نهايي  ( به دست آوريد.  3

پاسخ:                                                                                                �
� � � � � �y m y y x
x
�� �� � � � � � � � � �
�

32
2 2 3 2 3
2

 

 
f)  با استفاده از تعريف، مشتق تابع 20 (x) x� �حساب كنيد. سپس معادله خط قائم بر نمودار تابع را در نقطه aرا در نقطه 3 �A ,1  به دست آوريد.  1

 

 پاسخ: �
� �� �

� �

x a x a x a

x a x ax af (x) f (a) x af '(a) lim lim lim a
x a x a x a

f (x) x f '(x) x f '( ) m m' L : y (x )

� � �

� � �� �
� � � �

� � �
� �

� � � � � � � � � � � � �

2 23 3
2

23 2

3
1 13 1 3 1 3 1 13 3

 

fي خط مماس بر تابع) معادله 21 (x) x� �3 xيدر نقطه1 �  را بنويسيد.1
 پاسخ:�

x x x

f (x) f( ) xf (x) x f ( ) lim lim lim
x x (x ) �� � �

� � ��� � � � � � � � ��
� � �

3
3

21 1 1 3
1 1 1 11 1 1 1 1

limli � � ��  

xبنابراين خط مماس بر تابع در � :L  ي آن همان طول نقطه است.هاست و معادلهyخطي موازي محور1 x � 1 
 

yمنحني تابع )  22 x x� � �2  . بنو يسيد  Aقطع مي كند . معادله خط قائم بر منحني تابع را در نقطه   Aمحور عر ض ها را در نقطه   1
 :پاسخ�    

                                                                                
� � � �

� � � �

x
A f x x f m m

y m
L : y x y x

� �� � �� � � � � � � � � �
� �

� � � � � � � � �

12 1 1 11
1 1 1

��� 1� m�

�����
                   

 
y)  نقاطي  از نمودار تابع  23  x x� � �3 2  از ربع اول و سوم با شد  را تعيين كنيد كه خط مماس بر منحني دراين نقاط موازي نيمس   1

  :پاسخ�      
 ا ست . بنابراين داريم :    1شود زيرا شيب نيمساز ربع اول و سوم  1يعني نقاطي را بايد بيا بيم كه مشتق تابع در اين نقاط                     

                                                                                                y x x y x x x�� � � � � � � � � � � �3 2 22 1 3 2 1 1 1  
 

�نقاطي از منحني تابع )   24 �f x x x� �3 yرا تعيين كنيد كه خط مماس بر منحني در آن نقاط موازي خط  3 x� � �3 1  .باشد  
 پاسخ:�   

                                              � �y x m f x x x x�� � � � � � � � � � � � �2 23 1 3 3 3 3 3 6 2 

 خط قائم

  مشتق همون شيب خط مماسه  

 ���������	
��
�	�
��	��
www.riazisara.ir
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xf) معادله خط مماس بر تابع با ضابطه  25 (x) x
��
�

4 6
 در نقطه تلاقي منحني  با نيمساز ناحيه اول  را تعيين كنيد .  1

 پاسخ:��    

             xxf(x) x x x x x xx x
� ���� � � � � � � � � � � �� ��

2 2 14 6 4 6 5 61 6
x
x

�
� �

��
���
���
��
�

 

                                                           

(x ) ( x )xf (x) f (x) f ( )x (x ) (x )

y (x )

� � �� � � �� �� � � � � � �
� � �

�� � �

2 2
4 1 1 4 64 6 1 1 261 25 51 1

26 65

f ( ) � �1 2f ( ) � ���

 

xf(x)) عرض از مبدا خط مماس بر منحني تابع  26  x
�� 2 xدر نقطه به طول    3 �  را تعيين كنيد .  2

          :پاسخ� 

    

� �

x

x ( ) x( )x xf (x) f , f (x) f ( )x x

f ( ) y (x ) y�

� � �
�� �� �� � � � � � �

� � � � � ���� �

2

2 1 2 32 2 32 3 1 12 2 32 22 2 4

1 1 12 22 2 4 ���

     

) اگر  27
h

hlim f( ) f (x h)�
�

� �
31m f( xدر نقطه   fو معادله خط قائم بر منحني  ( � kyبه  صورت   1 x� �2  را بدست آوريد. kباشد مقدار  4

                         :  پاسخ �

xشيب خط قائم بر منحني در نقطه                          � 1       :
h

h hlim mf( ) f (x h) f (x h) f ( ) f ( )�

� �� � � � � ��� � � �
1 3 31 1 1m f( )) 

                ky x y x kk k k
� � �� � � � � � � � �2 4 2 22 4 3 3 
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x) اگر خط  28  y�� �2 xدر نقطه اي به طول   4 �� yبر منحني تابع    1 f(x)��  مماس باشد حاصلf ( )
f ( )�

1
 كدام است  ؟  1

    1  (1  2  (�1 3  (2  4  (�2 

 خط مماس بر منحني در نقطه تماس با منحني هم عرض و هم شيب است  .  پاسخ:�  

                       f ( )x y y x m f ( ) , f ( ) ( )
f ( )

��� � � � � � � � � � � � � � � � � �
�

1 22 4 2 4 2 1 1 2 1 4 2 11 2 
 

yدر شكل مقابل ،خط رسم شده بر نمودار )  29 ax x� �  كدام است ؟   aمماس است .مقدار  2

        1(�
15
4                          2(�

7
2                         3(�

13
4                             4(�3  

 

 :پاسخ�   
 

                    
� �(

L : y (x ) y x

a
a

x ay x x ay x )x
a

a � � � ��
���� � � � � � � � � ��

�

�

�
� � � � �

�

� � �� � � � � �2 22 4 1 31 1 54

4 4 44
6 1 4������

x ))

� ����������������

�4 (xx
� 4 x(x
� 4 (x

a�
 

xرا طوري تعيين كنيد تا منحني  m)  مقدار  30 my
x
�

�
� yبر خط    1 x� �2  مماس باشد  .    1

 پاسخ:�           
 

 دو تابع بر هم مماس اند پس بايد معادله تلاقي اين دو ريشه مضاعف داشته باشد  .          

                                                             x m x x m x x x x m
x
�

� � � � � � � � � � � �
�

2 22 1 2 1 2 2 11  
 باشد .  �چون معادله درجه دوم است برا ي ريشه مضاعف بايد             

                                                                                                         ( )( m ) m m �
� � � � � � � � �

34 4 2 1 8 12 2  
 

 

 

 

 بر هم  مماس باشند آن گاه : )  اگر يك خط و يك منحني و يا ( دو  منحني  ) در   1
 

               
 هم عرضي  دو تابع 

 هم شيبي  دو تابع 
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xg(x)) خط مماس بر نمودار هاي دوتابع با ضابطه هاي  31 ax bx , f (x)
x
�

� � �
�

2 2
xدر نقطه   1 ��  كدام است ؟        bمشترك اند مقدار   2

 ) 99( خارج كشور                                 7)  4                                       6)  3                                   5)  2                               4)  1      

 پاسخ:�

xچون در نقطه  ��  2دو منحني بر هم مماس اند ( مماس مشترك دارند )  بايد معادله قطع آنها ريشه مضاف داشته باشد ولي چون معادله تقلطع آنها درجه   2
 نيست از روش دلتا نمي توان استفاده كرد  در نتيجه داريم  :

                                                                                    f( ) g( ) , f ( ) g ( )�� �� �2 2 2 2 

 

                                                                                     

f ( ) g( ) a b a b

f (x) , g (x) ax b f ( ) g ( ) a b
(x )

a b
a a , b

a b

� � � � � � �

�� � � �� � � � � � � � �
�

� �� �
� � � � � �� � � ��

2

2 2 4 4 2 2 2

3 2 2 2 3 41

2 2 52 5 74 3 2

 

yخط ) 32 x�� �7 axyدر ناحيه اول صفحه مختصات بر منحني   5
x
�

�
�

1
3  )    1403( كنكور تحربي ارديبهشت      كدام است  ؟  aمماس است . مقدار    1

    1  (3                           2  (4                             3  (4
7                                4  (9

7  

 پاسخ:�

                                                                               

S

ax x x x ax x ( a)x
x

a a
( a)

aa a
ax a

� �
� � � � � � � � � � �

�
� � � � � ��� � � � � � ��� � � �� � � � �� �
� �� � � � �
��

2 2

2

1 5 3 16 5 7 7 3 16 7 123 1 7
416 7 1216 7 144 7

416 7 12 4
7 16 16

6 7

�� �
��
���
�
��
�

16

�����

(� 

yنمودار تابع  ) 33 f(x)��  شكل مقابل است  ، حاصلf ( ) f ( ) f ( )��� � �� � �2 1  كدام است  ؟   (

 پاسخ:��          

xتابع شامل دو نيم خط  است كه در مبداء بر هم عمودند و داريم  :                     m

x m

� � � ��
�
� �
 � � ��

1
3

3
m� �

m������ �
 

                     

x x x

y f (x) f ( ) f ( ) f ( ) ( ) ( )
x x x

�

� �� �� �
� � �� � � �� � � � � � � � � � � � �� �
� �� 
 � 

� �
� �

1 1
3 3 1 172 1 3 33 33 3

x�� ���
1�
3���

) () 1 () ((3 (
x� 


���
�

3�
��
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fفرض کنید "بع : نقطهمشتق تابع در يك  (x) یدر یک همسایگی نقطهaف شده باشد. اگر حدNتع
x a

f (x) f (a)lim
x a�

�
�

موجود باشد، یعنی عدد شود  

fگوRم "بع میاً اصطلاح (x)  درx a��  مش# پذیر است و مقدار آن را با نماد�� �f a� دهیم.نمایش می 

�� �
x a

f (x) f (a)f a lim
x a�

�� �
�

 

 ارز است به صورت Aر است:تعNف دیگری که با تعNف فوق همم

� �
h

f (a h) f (a)f a lim
h�

� �� � m  

fتذکر: اگر این حد عدد یکVW نشود و یا وجود نداشته باشد، "بع  (x) یدر نقطه x a� .مش# ناپذیر است 
 

 .شودمی اسYاده Aر هایبرای محاسبه مش# "بع در یک نقطه از یکی از روش

� �
x a

f (x) f (a))f a lim
x a�

�� �
�

1  � �
h

f (a h) f (a))f a lim
h�

� �� �2 m  

 
 :کنیمدر روش اول به شکل Aر عمل می �

f. محاسبه ۱ (a)    ۲ تع\ن .f (x) f(a)�    ۳ تشکیل و ساده کردن .f (x) f(a)
x a
�
�

. محاسبه حد ۴     
x a

f (x) f(a)lim
x a�

�
�

 آن ابهام رفع هایاست و روشکه دارای ابهام  
 .دیدیم حد در را
 
 :کنیمبه شکل Aر عمل میدر روش دوم  �

f. محاسبه ۱ (a)    ۲ تع\ن .f (a h)�    ۳ محاسبه .f(a h) f(a)�    . محاسبه حد ۴    �
h

f (a h) f (a)lim
h�

� �
0

 است. که دارای ابهام       
 
 

f(x)پذيري تابع با استفاده از تعريف مشتق، مشتق)  34 x | x |� � xرا در نقطه 2 �  )( نهايي  مورد بررسي قرار دهيد.  2
 پاسخ:�

� � x

x x

x

x(x )lim f '( )
f (x) f ( ) x | x | xf lim lim

x x x(x )lim f '( )
x

�

�

�

�

� � �

�

�� � ��� � � � �� � � � �� � � �� � � �
� ��

2
2 2

2

2 2 22 2 22 2 2 2 2 22

x
lim

���
�

������ �
��
���

2  

 تابع در اين نقطه مشتق پذير نيست. زيرا مشتق چپ و راست آن با هم برابر نيست.
 

fاستفاده از تعريف مشتق، مشتق تابع با)  35 (x) x� �2 xيرا در نقطه1 a� .نهايي  ( محاسبه كنيد( 
 پاسخ:�

h h h

h h

f (a h) f(a) (a h) a a ah h af (a) lim lim lim
h h h

ah hlim lim a h a
h

� � �

� �

� � � � � � � � � � �� � � �

�
� � � �

2 2 2 2 2

2

1 1 2 1 1

2 2 2

m lim lim
h h hh hh

h
m lim a h a

h �
2 2a ha h
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با توجه به شكل  نشان  دهيد  حاصل حد   )  36
x

f (x)g(x) g(x)lim
x�

�
�2

3
fچند برابر     2 ( )��  )   1402( خرداد  است .    2

 پاسخ:��
 

 

 

x x x

g( ) , f ( )
f (x)g(x) g(x) f (x) f (x) f ( )lim lim g(x) lim g(x) f ( )g( ) f ( )

x x x� � �

� �
� � � � �� � � � � � �

� � �2 2 2

2 5 2 3
3 3 2 2 2 5 22 2 2

 

fبا استفاده از تعريف، مشتق تابع )  37 (x)
x

�
xرا در نقطه  1 �  بررسي كنيد. 1

 پاسخ:�

x x x x x

x
f (x) f( ) xx xf '( ) lim lim lim lim lim

x x x x(x ) x� � � � �

�
�� � �

� � � � � � �
� � � �1 1 1 1 1

1 111 1 11 11 1 1 1  

fمشتق پذيري تابع )  38 (x) x� �2 xرا در نقاط  1 �  بررسي كنيد. 1
 پاسخ:�

                                                                                                                                        � �
� � � � � �

� � � � � �

x

x

x

x x
lim fx xf lim

x x x
lim f

x

�

�

�
�

�

�
�

� � �
�� ��� � � �� � � �� � � �� �� � �� ��

2
1

1

1

1 1 2 11 11 1 1 1 2 11

�
x
lim �

��

�
�
��
������ �
��
���

1 

fمشتق تابع   ) 39 (x) x x� �3 xي را در نقطه 3 �  با استفاده از تعريف مشتق بيابيد. 1
 پاسخ:�

�                  راه اول)                                    �
� �� �

� �x x x x

x x xf (x) f ( ) x xf lim lim lim limx x
x x x� � � �

� � �� � �� � � � � � � �
� � �

23
2

1 1 1 1

1 41 3 41 4 61 1 1          

        راه دوم)                          
� � � � � � � � � � � �

� � � �

h h h

h h h

h h h hf h f ( ) h h
f lim lim lim

h h h
h h hh h hlim lim lim h h

h h

� � �

� � �

� � � � � �� � � � � �
� � � �

� �� �
� � � � � �

2 33

23 2
2

1 3 3 3 3 41 1 1 3 1 41

3 63 6 3 6 6

m lim lim
h h hh hh

� �
h h

m lim lim h�h hhh �
3 6 6�h �

  

 

fبا استفاده از تعريف مشتق،  مشتق تابع )   40 (x) x�   )( نهايي  را به دست آوريد.  �4
 
 پاسخ:�
 

� �
� � � � � �

� �
� �
� �� � � �� �

h h

h h

x h x x h x x h x
f x lim lim

h h x h x

x h x hlim lim
xh x h x h x h x

� �

� �

� � � � � � � � � � � �
� � � � �

� � � �

� � � � � �
� � �

�� � � � � � � �

4 4 4 4 4 4
4 4

4 4 1
2 44 4 4 4

m lim
h hh

� �� � � ��h� �� �
m lim

� � h�h x h x h� ��h� �� � ��� x hx h�x h x hx h� � � ��h� � �
 

 

 ناپذير است.در اين نقطه مشتقتابع 

 گويا كردن
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 )  1400مشتق پذير نيست   ( خرداد  Aدر نقطه   fنشان دهيد كه تابع  Aدر نقطه   f) با محاسبه مشتق راست و مشتق چپ تابع  41

 پاسخ:    ��

                     مي دانيم :                 
x a

f (x) f (a)f (a) lim
x a�

�� �
�

 

                  
x x

(x )xf ( ) lim , f ( ) lim
x x� �� �

� �

� � ��� �� � � �
� �1 1

1 1 11 11 11 1,,
x (x )� 1 � �1 

 
f) با توجه به نمودار تابع   42 (x)   1400به سوالات زير پاسخ دهيد .   ( خرداد  ( 
 الف  ) طول نقطه اي كه مشتق در آن صفر است را بنويسيد .    

 ب  ) طول نقطه گوشه تابع را بنويسيد .      
 پ ) طول نقطه اي كه در آن مقدار تابع و شيب  خط هر دو منفي است  .       

 
 
 پاسخ: �     

xالف  )                          b�                         ( بx d�                                        (  پx c� 
 

 فره ص(                                     )  مشتق تابع در اونجا  هرجاماكسيمم يا مينيمم  كلاسيك داشتيم                
                
 م  . در هر  نقطه كه تابع بشكنه و مشتق چپ وراست دو مقدار عددي متفاوت و يا يكي عددي و ديگري بينهايتي بشه نقطه گوشه يا زاويه دار داري               

 
 هاي زير را تعيين كنيد.درستي يا نادرستي عبارت)  43

f كه تابعالف) شرط لازم و كافي براي آن (x) درx a� نادرست    پذير باشد، آن است كه در اين نقطه پيوسته باشد.مشتق 

 پيوستگي فقط شرط لازم مشتق پذيري است            

  درست        اي مشتق پذير نيست.هر تابع مشتق پذير، پيوسته است ولي هر تابع پيوستهب )         
 

 درست شيب خط مماس بر منحني در نقطه تماس برابر با مشتق تابع در نقطه تماس است .    پ)   

 

xاگر خط  ت)         a�   مماس بر منحني تابعf (x)  در نقطه(a , f (a) fباشد آن گاه    ( (a)�    . نادرست موجود است 

 وقتي خط مماس بر منحني قائم است يعني مشتق تابع در اين نقطه بي نهايت است                   

 

   است . تربيش Bي از شيب خط مماس در نقطه Aي رو، شيب خط مماس در نقطه) در شكل روبهث       
 چون وقتي گودي تابع به سمت پايين باشد از چپ به راست مشتق كاهش مي يابد نادرست                 
 
 
 
 
 

 

 
 

  
  

ست .
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fاختلاف شيب نيم خط هاي مماس چپ و راست بر منحني   aبه ازاي كدام مقدار ) 44 (x) x ax� �4 xدر نقطه   3 �
3
2برابر   4  مي شود؟  6

   1  (2                                    2  (8                                   3  (1
2                                       4  (1

 )   1401( كنكور دي                                          8

 پاسخ:�

 

                                                               

f (x) x ax f ( ) ( )( a ) , f ( ) ( )( a )

f ( ) f ( ) ( a ) a ( a) ( ) a

� �

� �

� �� � � � � �

� �� � � � � � � �

3 3 3 34 3 4 44 4 4 4

3 3 3 18 4 3 2 6 16 3 4 64 4 4 2

    

f(x)در شكل مقابل نمودار سهمي )   45      ax bx c� � yو خط   �2 x� g(x)رسم شده است ، اگر   2 f (x) f(x )� �2  باشد ، 2

gمقدار    ( )�  كدام است  ؟  1

    1  (24                                             2   (24- 

   3  (8-                                           4   (8    

 

 

 در بعضي از سوالات اول بايد با توجه به مفروضات مسئله ضابطه  تابع را بنويسيم ،  سپس از تابع به دست آمده مشتق بگيريم .  :  پاسخ: �  

 در تعد زيادي از اين سوالات  تابع درجه دو  است و بايد از راه سريع آن را تعيين كنيم  . 

 

                                                                                                                                                                                              

s s

y a(x x )(x x )

y a(x x ) y

� � �

� � �

1 2

2

 

 

  3گزينه  پاسخ گزينه :

)fبا توجه به اينكه   ) f( )� �4 8( ) f( )) xبنابراين طول راس سهمي    � �
� �

4 22
�

�
4  است .در نتيجه  داريم  :    2

                                                                        

                                        
f (x) ax bx c a(x ) f ( ) a a f (x) (x )

g(x) (x ) (x ) g (x) (x ) (x )( x) g ( )

� � � � � � � � � � � � �

� �� � � � � � � � � � � � � � �

2 2 2

4 2 2 3 2

2 4 8 2 2 2

4 2 2 2 16 2 4 2 2 1 16 8 8

))) a) a
 

   

 الباقي فقط مقدار گذاري
 الباقي فقط مقدار گذاري

  

 مشتق عامل صفر مشتق عامل صفر
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  پذيري شرط لازم مشتق 

 

yدر تابعمشتق راست:  f(x)اگر��
h

f (a h) f(a)lim
h��

� �m
�

fموجود باشد (عدد شود) اين حد را مشتق راست تابع (x)درx a�� ناميده و با نمادf (a)���

xدر  fيادت باشه اين حد وقتي قابل محاسبه است كه تابع  دهند.نشان مي a��   . پيوستگي راست داشته باشد 
 

yمشتق چپ: در تابع f(x)اگر��
h

f (a h) f(a)lim
h��

� �m
�

fموجود باشد (عدد شود) اين حد را مشتق چپ تابع (x)درx a�� ناميده و با نمادf (a)��� نشان
xدر  fبازم يادت باشه اين حد وقتي قابل محاسبه است كه تابع  دهند.مي a��   . پيوستگي چپ داشته باشد 

 
 
 

 اي مشتق پذير نيست.تابع مشتق پذير، پيوسته است ولي هر تابع پيوستههر 
 عملاً پيوستگي شرط لازم مشتق پذيري است ولي كافي نيست.

 اند ولي مشتق پذير نيستند.يعني توابعي وجود دارند كه پيوسته
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
  

 
 
 

xدر fثابت كنيد اگر تابع )  46 a�� گاه تابع پذير باشد. آنمشتقf درx a�� .پيوسته است 

كافي است نشان دهيم پاسخ:��  
x a
lim f(x) f (a)
�

� 

                                            
x a x a x a x a

x a x a

f (a) f (a) f (x) f (a)lim f(x) f (a) lim(x a)( ) lim(x a) lim f (a)x a x a

lim(f (x) f (a)) lim f(x) f (a)

� � � �

� �

� � �� � � � � � � � �
� �

� � � � �

f (a)�� �

 

 

راست نيز بايد بررسي شود و  فقط پيوستگي راست داشته باشد در آن نقطه مشتق چپ ندارد و مشتق اگر تابعي در 
 چنين اگر تابعي فقط پيوستگي چپ داشته باشد در آن نقطه مشتق راست ندارد و مشتق چپ آن بايد بررسي شود.هم

 

 براي حل مسائل مربوط به مشتق پذيري در يك نقطه به روش زير عمل كنيد:
ها برقرار نبود مشتق آن نيز وجود ندارد. اگر يكي از پيوستگيرا بررسي كنيد. يعني بايد ) پيوستگي تابع در 1

 اي و براكتي)خصوص در توابع قدرمطلقي، چند ضابطه(عدم وجود مشتق را بيان كنيد. به

 عدد شود كنيم. اگرداشته باشيم:) مشتق چپ و راست را ازراه تعريف بررسي مي 2  
 مشتق پذير است.گوييم تابع در مي
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 گوييم مشتق وجود ندارد:در حالات زير مي
 

xبع در )تا 1  a�� مانند: پيوسته نباشد		 
f (x) xيكه در نقطه�x پيوستگي چپ ندارد، بنابراين مشتق چپ نخواهد داشت. در نتيجه ��
 باشد.    پذيرنميمشتق

                                                                                                      	 

x

x
f ( ) lim

x���
�

�
� � � �

x
 �

	 

x

x
) lim

�

�
�m

x���
� � 

  
 
 
f، مانند: مشتق چپ و راست با هم برابر نباشند) 2 (x) xيدر نقطه�x  پذير نيست.نقطه پيوسته است ولي مشتق. تابع در اين �
 

� �

� �

x x

x

x x

x xlim lim fx x xf ( ) lim
x x xlim lim f

x x

� �

� �

�
� �

�

�
� �

� �
�� � ��� � �� � � �� � �� �� � � �� ��

1

1

f
x �f�x

1
x �

x
1m

x�

xlim x �
x
lim
����

�����
�
��
���

m
����

limlim
xx ����

lim

x

x
) lim

�
m

x
lim

� �
�
��
�
�
��
�

� �
xlim x� �limlim

xx �
lim

 

 

 

f. مانند: نهايت شودمشتق چپ يا راست بي) 3 (x) x� �3 xي در نقطه1 �� 1 . 
 

x x

xf ( ) lim lim
x (x ) �� �

�� � � � � ��
� �

3

21 1 3
1 1 11 1 1 � � ��  

 
 

x. مانند: مشتق تابع قابل تعيين نباشد) 4 cos xf (x) x
x

� ��� �
� ��

1

x �
xي در نقطه �   

x x

xcos
xf ( ) lim limcos cos

x x� �

�
� � � � �

�

1
1cos cos
x

�
x

li
x

) lim
���
m limlim

x
  قابل تعيين نيست       

 

��در توابع دو يا چند ضابطه اي  :   : يادمان باشد �
f (x) x a

y
g x x a

���� � 
��
��محور اصلي سوالات براي نقاط مرزي دامنه تابع ا ست   �x a�  در اين

 نقاط اول پيوستگي تابع را چك مي كنيم ، سپس با توجه به نوع پيوستگي مشتق مي گيريم .

 

x) مشتق پذيري تابع :    47 xf (x)
x x

�� � ��� �
� 
��

22 3 1
3 4 xرا در نقطه   1 ��  )     1402بررسي كنيد .  (  حسابان  خرداد   1

 پاسخ:�       
xتابع در                                                                         �� پيوسته است  .                                           1

x x
lim x lim x f( )

�� �� �
� � � � � � �2

1 1
2 3 1 3 4 1 1 

xf                                            تابع در اين نقطه مشتق ناپذير است .                                                                      ( ) x f ( )� ��
� �� � � �11 4 4 1 3 

  

 مطلق
                       حدي
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) اگر  48
ax x

f (x)
x x x

�� 
�
� �

� � ��
2

1
3 xدر   1  )   1401را محاسبه كنيد  .  ( خرداد   aمشتق پذير باشد ، مقدار  �

 پاسخ:�

                          
x x

x

f ( ) limx x lima( )

f ( ) ( x ) f ( ) (a) a

� �

�� � �

� � � � � �

� �� � � � � �

2 3 1 1 1

2 3 3

x�x
) limx x lima( )

���

2 1x lima( )x �
x

mx x lima( )
�

1x lima( )x �

( ) ( )x) ( x ) f ( ) (a) ax ��x ) f ( ) (a) ax x �(f (
 

 
 

xرا در نقطه  ) مشتق پذيري تابع مقابل 49 ��  )  1400( دي ماه       بررسي كنيد  .   �1

                                                                                         x xf (x)
x x

�� � � ��� �
� 
 ���

2 3 1
2 6 1

 

 پاسخ:��     

                                
x x

x x

x x

x (x )(x )f ( ) lim lim
x ( ) x

lim x lim x f ( )
x (x )f ( ) lim lim
x ( ) (x )

� �

� �

� �

�
�� ��

�� ��

�
�� ��

� � � � �� � � � � ��
� � ��

�� � � � � � �
� � � �� � � � � �

� � ���

2

1 1
2

1 1

1 1

3 4 1 11 21 1
3 4 2 6 1

2 6 4 2 11 21 1

 

 
xتابع در        �  مشتق ناپذير است .  �1

 

x) تابع  50 x xf (x)
x x

� � ��� �
� ���

2 1
1 xرا در نظر  بگيريد . مشتق پذيري تابع را در نقطه   1 �  )   1402بررسي كنيد . ( حسابان دي ماه   1

 پاسخ: �     

xتابع در                        �                                    پيوسته است  :                                                                                                    1
x
limf(x) f ( )
�

� �
1

1 2  

xچون مشتق چپ و راست با هم برابر نيستند تابع در           �            . مشتق ناپذير  است   1
x

x x

xf ( ) lim
x

(x )x xf ( ) lim lim
x

�

� �

�
�

�
� �

� �� � �
�

�� �� � �
�

1

2

1 1

1 21 11

121 1
(x )

x
�

�

2
1 � 3

   

)  اگر تابع    51
ax x

f (x)
x x x

� 
��� �
� � ���

2
1
3 xدر  1 �  )    1401را محاسبه كنيد . ( خرداد   aمشتق پذيري باشد مقدار   

 پاسخ:�     

xتابع در       پيوسته است  :                                                                                                  �
x x
lim ax lim x x f( )

� �� �
� � � � � �21 3 1 1

x
m ax lim x x

� ����
lim x xlim x ) 1) �  

 

xبايد مشتق چپ و راست در       xf               برابر باشند.                         � ( ) ( x ) f ( ) a a� � �� �� � � � � � �2 3 3 3( )x( ) ( x ) f ( ) a ax ��x ) f ( ) a ax  
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��تابع ) 52 �f x x� xدر نقطه ي  �1 �� ��مشتق ندارد. مقدار  � � � �f f� �� �� �  كدام ا ست ؟ ( سراسري خارج كشور )   �

 پاسخ:�
xنقطه مشتق ناپذيري تابع                                            ريشه داخل قدر مطلق ا ست پس داريم :       ��

 

                              
x x

x
x x xlimf(x) lim f( ) f (x) x f (x)
x x x

x
� �

� ��� � � �� ��� � � � � � � � � �� � �� 
� �� 

� ��

1
1 2 11 1 1 11

2 1
x

mf(x) lim
�

( )f ( )f ( )f 

 

                          � � � � � � � �f , f f f
x x� � � �

� �� � � �� � � � � � �
� �

1 1 1 1 12 22 1 2 1� � � � �, f f f� � � � ����ff ��� � �
1 1 1 1� �ff � � � ��� 12 2� �,, � �

x2 1 x� 2 � � 
 
 

�هاي چپ و راست تابع با استفاده از تعريف مشتق، مشتق)  53 �f x x� � xرا در  2 �  )در صورت وجود بيابيد.   ( نهايي  2
 
xتابع در پاسخ: � �  پذير نيست.مشتق 2

              

                                                                    � �
� �

� � � �

x

x x

x

xlim fx xlim x f ( ) f lim
xx

lim f
x

�

�

�
�

� �

�
�

� �� �
� � ��� � � � � �

� ��
�� � �

�

2
2 2

2

2 1 22 22 2 2 22 1 22

x
lim

x��
�

2
( )f ( )f ( ) 

 
 

x)  تابع با ضابطه  54 x
f (x)

ax bx x

� � ��� �
� 
��

2
4 1 2

2
 ) 1401(كنكور مجدد كدام است ؟   bروي مجموعه اعداد حقيقي مشتق پذير است . مقدار  

    1 ( 7
3   2  (7

6   3  (�5
6   4  (�5

12 
 پاسخ:�

               
� �

x x

x
x

f ( ) lim x lim a b a b

b

f f ( ) ax b a b
x

� �� �

� �
�

�
� � � � � � � � �
�� � ��
�
� � �� � � � � � � �
� ��

2 2

2
2

2 4 1 3 4 2 4 2 3
7
3

4 4 22 2 2 46 32 4 1

 

 

�اگر )  55 � � �sin x x
f x

x x

� � ��� �
� � 
�

2

2
1 1

1 1
�باشد، آنگاه حاصل   � � �

h

f h f
lim

h�

� �1 1
m كدام است؟ 

 1 (3 2 (2 3 (1- 4 (2- 
 

�                                                                        2گزينه  پاسخ:�   � � �
xxh

f h f
lim f ( ) ( x ) x

h � ���

� �
� �� � � � � � �2

11
1 1 1 1 2 2m 

  

 بررسي پيوستگي
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)  تا بع  56
�� � xx sin x

f (x) x

x x

� � ��
�

� ��
�

� 
�
�

2

2

1 12
1 1

1 1
 تعريف شده كدام يك از گزاره هاي زير درست ا ست  ؟ 

      1  (f      درx �� xدر    f)   2                                               مشتق دارد.           1 ��  مشتق راست دارد ولي مشتق چپ ندارد . 1
     3  (f   در  x �� xدر    f)   4     مشتق چپ دارد و لي مشتق راست ندارد . 1 ��  مشتق چپ و را ست ندارد . 1

 
 

پاسخ:  ��   
x
lim f(x) f ( )

��
� � �

1
1 1f ( ) 1)  تابع نه پيوستگي چپ دارد نه پيوستگي راست پس نه مشتق چپ دارد و نه مشتق راست  �

 

)  با فرض  57 
x x

f (x) x
bx a x

�� 
�� ��
� � ��

1 1
1

1
fاگر حاصل   ( ) f ( )� �� �� �

31 1  كدام است؟ aباشد.  2

        1(�2    2(2    3(3    4(�3  

                                         :پاسخ�  

                                                                                                                                      
x

x

xlim ( ) ( x )
x

b a
lim (bx a) b a

�

�

�

�

�� � � �� ��� � � ��
� � � ��
��

1

1

1 1
1

   

                    x
b

f ( ) ( ) , f ( ) b f ( ) f ( ) b
ax� � � � �
���� � � �� � � � � � � � � � �
� ���

1
21 1 3 1 31 1 1 12 2 2 2 22  

 

در تابع با ضابطه ي )  58
x x

xf (x)
x ax b x

� � ��� �
� � � 
�

2

1 1

1
f، مقدار   ( )� fموجود است.  1 ( )�1  كدام است؟ 2

 

1(�3 2   2(�2 2   3(�2 2 2   4(�3 2 2  
 پاسخ: �

       
x x

x x

lim f (x) lim f (x) f ( ) a b

a , b
f ( ) f ( ) x a a

x

� �� �

� �
� �

� � � � � � � ��
� � � � ��
� � �� � � � � � � ���

1 1

1 12

1 1
1

11 1 1 2 2 2

a b

, b �                       

                                                                     x xf (x) f ( ) ( )x
x x

�� � �� � � � � � � ��
� � 
�

2
2

1 1 1 2 1 2 1 2 2 2
1 1
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g(x)فرض كنيد  )  59 x k
f(x) , g(x) ax bx c (a )

g (x) x k
���

� � � � �� � 
�
2 به  kيك تابع مشتق پذير باشد ، حداكثر مقدار   fباشد . اگر    (

bشرط   c a�  )   1400(    كنكور  تجربي   ، كدام است  ؟   �

     1  (3
4   2  (1    3  (3    4  (4 

 3:  گزينه    پاسخ:�  

                      

g(x) x k ax b x k a b bf (x) f (x) ak b a k
g (x) x k a x k a a

b b bak bk c ak b a( ) b( ) c a( ) b
a a a

b b b ba b b c a b b a c a a a b a
a a a a
b ab b k b a k (
a

� � �� � ��� � � � � � � � � �� �� 
 
� �

� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � �

�
� � � � � � � � � � � � �

2 2

2 2 2 2

2

2 22 2 12 2 2

2 1 1 2 12 2 2
2 2 24 2 4 4

41 4 14 2b k ) max(k)
a

� � � �1 2 3 3

 

 
 انتخاب كنيد. Bهاي ستون را از بين گزينه A) پاسخ هر عبارت ستون 60

 
 
 
 
 
 
 
 پاسخ:�

          صحيح است. » و«ي ) گزينه1

                                                                                    f fx D , f (x) D ( , )
x �

�� � �� � � � �� � � � � �� ! �" #

1 2 11 2 2 22 1 2D 

 
xتابع در صحيح است.» ج«ي ) گزينه2 � 	                       آن وجود ندارد.پيوستگي چپ ندارد، بنابراين مشتق چپ 1 


x
lim x f( )

�

�

�
$ �� � � �% #1

2 2 1 1 2 
 
 
 

x                          صحيح است.» د«ي ) گزينه3

x x

x

x
limx x xf ( ) lim lim f ( ) f ( )

x x x
lim

x

�

�

�
� �� �

�

� �
��� � � � �� � �� � � � � ��� � �� � �� ��

2
2 2

2

2 12 2 22 2 22 2 2 12

li
x �

lim   

 
aيادت باشه :   b b a� � x  و    � �  ريشه مرتبه اول داخل قدر مطلقه و مشتق چپ  وراست در اين نقطه دو عدد قرينه اند .   2

 
 
 
 
 

 Bستون 
 د) صفر 1الف) 

)ب)  , )��
1
 4هـ)  2

)و)  ج) وجود ندارد , )��
1
2 

 Aستون 
yي مشتق پذيري تابع) دامنه1 x� �1  كدام است؟2
	) مشتق چپ تابع 2 
y x� xيدر نقطه2 �  كدام است؟1
y) در تابع 3 x� fحاصل �2 ( ) f ( )� �� ��2  كدام است؟ 2
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) تابع با ضابطه  61
x x

f (x)
x
�

�
3 2

 )  98در چند نقطه مشتق ناپذير است ؟ ( خارج    
   1  (1                                  2  (2                                  3    (3                        4  (4 

 )   3( پاسخ : گزينه 

                                                                                                                                                                   & 'f

x x
f (x) D

x
�

� � � �
3 2

& '� 

                                                                                                            
x

x x x(x ) x
x

� � �
�

� � � � � � ��
� ��

3 2
2

2 2
2

x(x ) x
�

��
��
���
�
��
�

2(x(xx(x 

xبنابراين تابع در   xتعريف نشده و مشتق ناپذير است . از طرفي در نقاط   � � �  تابع زاويه دار و مشتق ناپذيرخواهد بود .   2

 

x) اگر  62 xf (x)
x x

�
� �22 باشد ، حاصل   1

x

f (x)lim
(x )�

�
�1

2 1
2  )  1401كدام است  ؟ تجربي خارج كشور تير   1

   1  (��1                              2  (�1
2                             3  (1

2                                  4  (1 

  2 پاسخ گزينه :

fاين حد يعني مشتق تابع    (x)    را درx �  حساب كنيد  .    بنابراين از تابع مشتق مي گيرم و جاي گذاري مي كنيم .  1

                                                                                  
x x x

x

f (x)f (x) f (x) f ( )f ( ) lim lim lim f ( )
(x ) x x

( x )( x x ) ( x )(x x) ( ) ( )( )
xf ( )

( x x ) ( )

� � �

�

�� � �� � � � �
� � �

� � � � � � � � �� � ��� � �
� �

1 1 1

2
1

2 2 2

1
1 2 1 121 12 2 1 1 1

1 31 2 1 4 1 2 5 1 2 12 21 4 22 1 2

 

	اگر  ) 63 
f (x) ( x ) x� � آنگاه مقدار   2
h h

f ( h) f ( ) f ( h) f ( )lim lim
h h� �� �

� � � �
�

2 2 2 2 2m lim
h hh���

 كدام است  ؟  

    1   (3                             2  (2-                           3  (1-                      4  (1          

 1 پاسخ گزينه :

                                                                                               نخست   داريم :
h h

f ( h) f ( ) f ( h) f ( )lim lim f ( ) f ( )
h h� � � �

� �

� � � � � �� � �
2 2 2 2 2 2 2 2m lim

h hh���
 

                                در ادامه تكليف قسمت براكتي و علامت داخل قدر مطلق را تعيين  و جاي گذاري  نموده و مشتق مي گيريم .                                     

                                                                    

	 


	 


x x
x f (x) (x ) f ( )

x

x x
x f (x) (x ) f ( )

x
f ( ) f ( )

�
�

�
�

� �

� �� �� 
 
 � � � � � ��
���

� �� �� 
 
 � � � � � ��
���

� �� � � �

2 2 3 2 2 2 22

2 1 2 2 2 11
2 2 2 4 1 3
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  تابع مشتق  و   شتق  تابعم

��در بازه ي  fفرض كنيد تابع   �a,b  تعريف شده باشد در اين صورت اگر�� �f x�  در هر نقطه�� �x a,b( حد      � �� � �
h

f x h f(x)
lim f x

h�

� �
��m   

��موجود و متناهي باشد تابع   �f x�  تعريف شده ا ست  ،  بنابراين دامنه ي�� �f x�  : عبارت است از 
 

                                                                                                                          � � � �
f f

h

f x h f x
D x D lim

h�
�

� )� �� �� (� *
� �� +

 

 
 

fي تابع مشتق تابع) دامنه 64 (x) x� �  كنيد.را تعيين 1
 :پاسخ��

f fD [ , ) , f (x) D [ , ) { } ( , )
x ��� � �� � � � � �� � � � � ��
�

11 1 1 12 1  

 
fيتابع با ضابطهتابع مشتق )  65 (x) x� �2  ي آن را بنويسيد.را تعيين نموده و دامنه1
 تابع در تمام مجموعه اعداد حقيقي پيوسته است. خب ميريم سراغ مشتق پذيري :پاسخ�

                                                                                       

f

x x x
f (x) x f (x)

x x x

f ( ) f ( ) D R  �� �

� �� � �� �� ��� � � � �� �
� �� � 
 � 

� �� �

� )� �� � � � � � � � *
� +

1 12 1 22 22 1 1 12 1 22 2

1 1 12 22 2 2

 

 
 وجود ندارد. ) مشتق توابع زير را حساب كنيد. در كدام نقطه از دامنه تابع، مشتق 66

x) f (x) x ) f (x) ) f (x) x
x

� � � � �
�

2
23

21 2 3 1 11  

 پاسخ:�

f)f (x) D R { }
x

�� � � � �3 2
11

3
}  

          & 'f

x
x(x ))f (x) D R

x x(x )
x x

�
�� � � � � �

�
� �

2 2

2 2
2 2

2 2

2
12

2 11 1

' 

        

                                                                        f f

x
xx)f (x) D D R

x x x
�

�� � � � � �
� � � � �

2

2 2 2

2
2 13

2 1 1 2 1 1 1
 

  

موجود و متناهي 
باشد 

 ي زير راديكال و مخرج كسر مشتق ريشه

 در اين نقطه مشتق پذير نيست.

البته مي تونيم از راه تعريف مشتق هم بريم  
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��تابع با ضابطه ي )  67 � ax bx x
f x

x x

� � ��� �

��

2

3
1
1

fمفروض ا ست ، با فرض   fD D aمقدار عددي   ��� b��  كدام ا ست ؟  

     1  (3               2  (2               3  (1                4  (4 

 پاسخ:��   
xدامنه تابع مشتق با دامنه تابع برابر است يعني تابع بايد در تمام دامنه تابع مشتق پذير باشد ، به خصوص نقطه ي مرزي دامنه               � 1         

                                                                                                                                � � � � � � � �

x xax bx x a b

f a b f a b

a , b a b

� �

� �

� � � � �

� �� � � � � � �

� � � � � �

2 3
1 1

2

1

1 2 1 1 3 1 2 3

2 1 3

               

 )در جاهاي خالي عبارت مناسب قرار دهيد: 68
fي مشتق پذيري تابعالف) دامنه (x) x� . .................... برابر است با 

g(x)ب) شيب خط مماس بر نمودار تابع
x

�
xدر  1 �  برابر است با ...................... . 1

 پاسخ:�    

	  (الف            � � �f ff (x) x D , f (x) D ,
x ��� � � �� � � � ��

1
2� � �f�, f (x) D ,� �f�

x
�� ��

1
2  

g (ب                  (x) m g ( )
x
�� �� � � � �2

1 1 1         

f) با استفاده از تعريف مشتق نشان دهيد اگر  69 (x) x�       وx fآنگاه      � (x)
x

� �
1

 )    1402.  ( حسابان خرداد   2

 پاسخ:�   

    
h h h h

x hf(x h) f (x) x h x x h x hf (x) lim lim lim lim
h h h

x
x h x ( x h x)� � � �

� �� � � � � �� � � �
� �

�
�

�
�h h

m lim lim lim
h hhh x h x ( x h x)x h ( x h x)h h � h ( x h x x)� �

�
1

2
 

 
 

	) دامنه و ضابطه تابع مشتق ، تابع   70 
f (x) x�  . را تعيين كنيد 
. در نتيجه مشتق ناپذير چپ ندارد در مجموع نا پيوسته است پيوستگي پاسخ:  تابع در تمام نقاط با طول صحيح پيوستگي راست دارد ولي �

 است  .است ولي در ساير نقاط پيوسته و مشتق پذير و مشتقش صفر 

                                                                                                        	 

x

f (x) x f (x)
x

,�
��� � � �
� (�

x,
 

 

 

  

وجود ندارد 

 اول بررسي پيوستگي
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fتابع دامنه مشتق  ) 71 (x) x� �   را تعيين كنيد  . 1
xي تابع در سه نقطه پاسخ:  � ,x ,x�� � � �1 1, 1,x  .دار است بنابراين مشتق ناپذير استزاويه �

 
 
 

 

نقطه ضعف توابع قدر مطلقي در مشتق ريشه هاي مرتبه اول داخل قدر مطلقند تابع در اين نقاط گوشه يا زاويه  دارست و مشتق چپ و راست    
&                                                                    در اين نقاط دو عدد قرينه مي شود .   پس  :       'fD , ,�� � � �1 1  & ', ,& 1, , 

 

x) تابع  72 xf (x)
x x

�� � � ��� �
� ���

2 2 1
1 		را در نظر بگيريد مشتق پذيري آن را دربازه هاي   1 
( , ) , ,�� �1 2 		و     1 
,1  بررسي كنيد .  2

  پاسخ:  ��  

	تابع در بازه          
,�2  مشتق پذير است .   1

)در بازه          ,  مشتق پذير است         ��1(

	در بازه           
,1 xمشتق ناپذير است  .  ( چرا  ؟  ) چون  تابع در   2 �  پيوستگي راست ندارد بنابراين در اين نقطه مشتق ناپذير است  .   1

 

 ) نمودار تابعي را رسم كنيد كه مشتق آن   73

 الف ) در يك نقطه برابر صفر باشد .             

                                     f(x) x x f (x) x x�� � � � � � � � �2 4 5 2 4 2  

  ب ) در تمام نقاط مثبت باشد .           

                                                                   f(x) x x f (x) x�� � � � � �3 23 1 

xپ )در            �   باشد .  3برابر    2

                          f(x) x x f (x) x f ( ) ( )� �� � � � � � � � �2 2 1 2 2 2 1 3  

 

 ت ) در تمام نقاط منفي باشد .           

                                             f(x) x x f (x) x 
�� � � � � � �3 22 3 2  

 ث ) در تمام نقاط يكسان با شد .            

                                                                   f(x) x f (x)�� � � �3 2 3  

  

 
يا گوشه نقاط اين در مط تابع قدر داخل اول مرتبه  هاي
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 قضاياي مشتق 
gاگر   ,f  هر دو در نقطهx a��   مشتق پذير با شند  ،  آنگاه  توابعf g ,kf ,f g�� xنيز در    � a��  مشتق پذيرند و 

                                                                                                                                                           

�� � � � � � � �

� � � � � �

� � � � � � � � � � � �

) f g a f a g a

) kf a kf a

) f g a f a g a g a f a

� � �� � �

� ��

� � �� � �

1
2
3

  

 
xدر  gو   fاگر   a��   مشتق پذير  وg  در يك همسايگيa            :  مخا لف صفر با شد آنگاه 

                                                                                             

                                                         
� � � �

� �

� � � � � � � � � �
� �

g a
) a

g g a

f a g a g a f af) a
g g a

� ��� -
� .

" /

� � ��� -
� .

" /

2

2

11

2
   

 
 

f)فرض كنيد  74 (x) پذير وتابعي مشتقa عددي حقيقي باشد با محاسبه و حدگيري نشان دهيد تابعg(x) f(ax)�� نيز مشتق پذير و
g (x) af (ax)��    باشد.مي ��

                                       :پاسخ��
           

h h h

g(x h) g(x) f (ax ah) f(ax) f (ax ah) f(ax)g (x) lim lim (a)lim af (ax)
h h ah� � �

� � � � � �� �� � � �m lim (a)lim
h h ahh hh

( )( ) 
 

fاگر )  75 , g ي در نقطهx a� نشان دهيد ،شندمشتق پذير با. 

                                                                                                                                                                             � � � � � � � � � �f g f a g a g a f a� � �� � � 
 پاسخ:�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � �� � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � �

x a x a

x a x a x a

f g x f g a f x g x f a g x f a g x f a g a
f g a lim lim

x a x a

f x f a g x g x g a f a f x f a g x g a
lim lim g x lim f a

x a x a x a

f a g a g a f a

� �

� � �

� � � � � ��� � � �
� �

� � � � �
� � �

� � �

� ��

 

f) اگر توابع  76 ,g   مشتق پذير باشند وg ( ) , g( ) , f ( ) , f( )� �� � � � �2 6 2 8 2 5 2 f)حاصل  3 g) ( )��  را به دست  آوريد  2
 ) 1401( خرداد                         :پاسخ� 
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f) اگر توابع  77 , g   مشتق پذير باشند وg ( ) , g( ) , f ( ) , f( )�� �� � � � �3 3 3 4 3 4 3 )gحاصل  5 ) ( )
f

�  را به دست  آوريد . 3

 :پاسخ��    

                   � � � � � � � � � �
� �

g f f gg ( ) ( ) ( ) ( )
f f

� � �� � � � �� - � � � .
" / 2 2
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xدر  fتابع )  78 a�  مشتق پذير و� �f a � :ثابت كنيد 
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� � . .

" /
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� � � �
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� � � � � � � �� �

� � � � � �
� � � �

� � � �

� � � � � �
� �
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f a f x
f x f af x f a f x f a f x f a
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f a
f a
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� � � �

� - � - �
� .  .�  .  . � �� - � �" / " /� � � � � . . � � � �" /

����� � � 2
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g(x)) اگر  79 x , f (x)
x x

� � �
� �

3
2

11
1

fبا شد ، حاصل    g g f�  را به دست آوريد . ��

          : پاسخ �      
 بعضي وقتا بهتره اول حاصل ضرب يا تقسيم رو بريم  بعد ساده كنيم در نهايت مشتق بگيريم  دقت  كن                                              
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� �� �

� � � � � �
x x xxf g g f f g f g x f g g f x
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� � ��� �� � � �� � � � � � � � � � � � � �
� � � �
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�) اگر   80 � � � x xf x , g x
x x x

�
� �

� � �2
1

3 6 9
آن گاه حاصل    

� �
g f f g

f

� � ���

� xدر   2 �  كدام ا ست ؟ 4

        1  (3
4                            2  (�3

4                             3  (1
 ) صفر  4                            2

     : پاسخ �    
                    . عبارت رو بسازيم تا جاي ممكن ساده كنيم بعد مشتق بگيريمبعد كه فهميديم ، اون ، اول بايد تشخيص بديم مشتق داده شده  مشتق چه عبارتيه            

                                                                                          � � � � x x x xf x f (x) , g x
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� � ��� � � �
� � � � �2 2 2
1 1

3 3 6 9 3
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g) نمودارتوابع   81 , f  . شكل مقابل است مقدارهاي زير را به دست آوريد 

h(x)الف )   اگر       f(x) g(x)�� h  مطلوب است  :     � ( ) , h ( ) , h ( )� � �3 2 1 

 :    پاسخ �          

       

x x x
f (x) f (x)

x x x

g(x) x g (x)

� � 
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�� � � � � �
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4 1
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� � �� � � � � � � � � ��
� � �� � � � � � � � �� � � � � � � ��
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fب  ) اگر      (x)k(x)
g(x)

kمطلوب است  :       � ( ) , k ( ) , k ( )� � �3 2 1  

 :    پاسخ �       

                                                           

f ( )g( ) g ( )f ( ) ( ) ( )( )k(x)
(g( ))

f ( )g( ) g ( )f ( ) ( ) ( )( )k ( )
(g( ))f ( )g( ) g ( )
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�

�

��� � �
� ��� �

��
�

�

2 2

2

2

2

2

1 1 1 1 2 3 1 2 8
91 3

2 2 2 2 2 2 1 42 422 2 2 2
2 2 2 22 22 2

( ) ( )( )
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(g( ))

�
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�
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2 1 4 24
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xg(x)) با توجه به شكل اگر 82
f (x)

�
2

gآنگاه     ( )�  كدام است  ؟ 1

           :  پاسخ �   
( )

tan m f ( )

xf (x) x f (x) ( )f ( ) f ( )y y
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gنمودار توابع  ) 83 , f  به صورت مقابل است، حاصلf( ) ( )
g

�  كدام است 2

    1(�
1
3                       2(�

1
2  

    3(��3    4(��2  

                          پاسخ : ��

                                                                                                

m(f ) f (x) , m(g) g (x)
( )

( )( ) ( )( )f f ( ) g( ) g ( ) f ( ) /( ) ( )
g (g( )) ( )

� �� �� � � � � � �
� � �

� �� �� � � �� � � � � �2 2

5 3 115 2 4 2
11 3 32 2 2 2 4 5 122 9 22 3

, m(g) g (x) � �
3 1( ) ( ) ���

� 5
 

 

�) با توجه به نمودار زير مشتق تابع  84 �
� �

g x
f x

xدر نقطه    a�  كدام است ؟ 

       1  (�3
4         2  (4

3         3  (�4
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4  

 پاسخ:�     
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2 2
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gدر شكل زير نمودار توابع چند جمله اي )  85 , f   داده شده  است . اگرf ( x )h(x)
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�
�

�2
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9     2  (14

9               3   (14                4  (�4
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 پاسخ:�      
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 مشتق توابع: يهاي محاسبهروش
      f(x) c f (x)��� � � 

�� � � �f (x) sin x cos x f x ��� � � � �2 2 1 
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 كردن مشتق الزامي نيست.)) مشتق توابع زير را به دست آوريد. (ساده  87
 

x)f (x)
x
�� -�  .

" /

52 11  x) g(x) ( x)( )� � �2 5 7 4 3                    

 پاسخ: ��
(x) ( )( x ) x) y ( )( )

xx
x) y ( ) ( x)

x

� � �� �
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�

4
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2 1 2 1 2 11 5
7 12 4 5 73 32 5 7

 

 
 )    1400( خرداد     ابع زير را به دست آوريد. (ساده كردن مشتق الزامي نيست.)ومشتق ت)  88

                                                                                                                                                xf(x) , g(x) ( x )( x )
x
�

� � � �2 39 2 3 4 2 5 

 پاسخ: �

                                                                                                                 
( x ) ( x )x xf (x) f (x)

x ( x )
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� �� � � 2

19 9 29 2 2 
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 )   1401( خرداد   مشتق تابع زير را به دست آوريد. (ساده كردن مشتق الزامي نيست.))  89
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�
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 )    1399( شهريور    ابع زير را به دست آوريد. (ساده كردن مشتق الزامي نيست.)ومشتق ت) 90
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x
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2
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x
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�
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x
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 )   1402) مشتق توابع زير را به دست  آوريد . ( ساده كردن الزامي نيست  )    ( خرداد  92

                                             xf(x) ( x )(x ) , g(x) , h(x) ( x )
x

� �
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�

2
3 5 47 13 2 4 2 16  
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x
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g(x)) اگر   93 x , f(x) x� � �32 f)باشند . حاصل   1 g) ( ) (f g) ( )�� �� � �4  )       1402را به دست  آوريد  . ( حسابان  دي ماه     1

 پاسخ:�   
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x
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x
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�
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)در نقطه dخط )  94 , )��1 �1برابر dمماس است . اگر شيب خط fبر نمودار تابع  5
g(x)و  2 x f(x)� gباشد ، مقدار 3 ( )��  كدام است ؟ �1

      1  (�4
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 )   1401( كنكور دي    6
 

fبا توجه به فرض مسئله  داريم  :    پاسخ: ��  ( ) , f ( ) ��� � � � 11 5 1  در نتيجه :   2
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fاگر )  96 (x) x x�� �23 �  با شد حاصل 4 �� � �
h

f h f
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� � �2 1 1
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 پاسخ: ��    
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h h h h �� �

� � � � � � � �� � � � �
� �

2
13 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 4 41 3 22 3 3 3 3 3m lim
h 2 3 3h h hh h hh

 

 

fفرض كنيد  )  98 : �پذير و مشتق �� � � � 2
2 1h

f x h f x h
lim sin

h x�

� � � �
�

�
m  حاصل� �3f  كدام است؟ �

       1 (1
2 2 (1

4 

 3 (1
8 4 (1

16 

 پاسخ: �       

                                      � � � �
h

f x h f x h
lim f (x) sin f ( ) sin f ( )

h x�

� � � � �� � �� � � � � � �
�

2 2
2

1 12 2 3 34 2 41
m 
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xf(x)) اگر  99
x

� �
�

باشد ، حاصل   1
x

f ( h) f ( )
lim

h��

� �
1 1
4 4m

�
 )   98كدام است  ؟  ( خارج كشور    

      1  (1                                    2  (2                                 3  (3                                  4  (4   

xحد خواسته شده عملاً مشتق تابع در :        3 پاسخ گزينه : �
1
 است . بنابراين :   4

                              
x

( x) ( x )f ( h) f ( ) ( ) ( )( )
xlim f ( ) f (x) f ( )

h x��

� � � �� � � �
� � �� � � � � � �

11 1 1 5 31 1 1 11 124 4 2 4 4 31 14 4
4 4

m
���

 

 هاي مرتبط با تعريف مشتق مي توان از قاعده هوپيتال براي رفع ابهام استفاده كرد .  محاسبه حد اي:   بر  ( فقط سوالات تستی  )  اندکی bشترر

f(x)) اگر  100 (x ) x� � �34 باشد ، حاصل   3
h

f ( h) f ( h)lim
h( h)�

� � � �
�

2 5 3 5 2
5m   1401كدام است ؟ ( كنكور تير  ( 

   1 ( 13
3                          2  (�5

12                          3  (5
6                           4 (13

15   

xدر    fتابع :         2 پاسخ گزينه : �  تعريف شده و مشتق پذير است .  5

                                                                                                    (x )f (x) (x ) x f (x) x
(x )
��� � � � � � � �
�

3 3
23

44 3 1 3
3 3

 

                                              h h

f ( h) f ( h) f ( h)f ( h) f ( h) f ( )f ( ) f ( )lim hoplim
h( h) h

f ( ) ( )f ( )( ) ( )( )

� �

� � � �� � � � � � � � � � � �
�

� �
� � � � ��� � �

2 5 3 5 2 2 5 5 3 5 2 2 5 5 3 5
5 5 2 5

2 5 3 25 2 2 3 55 5 12 5 12

m
h( h) hh) hh)

hop limhoplimhoplimp
h

p
h

hop lim
    

با توجه به شكل مقابل حاصل سوال تكميلي : 
x

f ( x) f ( )
lim

( x) xx
lim

f(x)  
x) x�

� �
�2

3 3
(

m   كدام است  ؟ 

   1  (3
4                           2  (�1

3                                3  (4
3                          4  (�3

4  

( , ) LL : y f( ) f ( )(x ) y f ( )(x ) f ( ) f ( )( ) f ( )(� � � �� � � � � � � ����� � � � � �1 43 3 4 3 4 3 3 1 4 4 3 3
) L) L) L�� ( )(f ( )(��f ( )معادله خط مماس در نقطه   )()( , )3 4  

                                         
x x

x

f ( x) f ( ) f ( x) f ( ) f ( x) f ( )lim lim
( x) x ( x) xf ( x) f ( ) f ( x) f ( )

f ( x) f ( )lim f ( )
x f ( x) f ( ) f ( )

x
lim

(

x
lim

x) f ( ) f ( x) f ( )
lim

) ( ) ( ) ( ) x) f (
) ()

mlim
f( )

lim
x) f ( ) f ( x)( )

limlim
f(f ( x)( ) f (( )

x) f (x) f (
x f (x)

� �

�

� � � � � �
� � �

� �� � � �

� � ��� � � � � � � �
� � �

2 2
3 3 3 3 3 3 1

3 3 3 3
3 3 1 1 4 1 13 3 33 3 2 3 2 4

m
( x) x)

lim
f(

�2 2lim
( )( ) f (( x) xx ( x)x

m
 

 است بر حسب آن از صورت و مخرج كسر مشتق جداگانه مي گيريم   )   xx:   استفاده از قاعده هوپيتال   ( متغييره صفر شونده اينجا  راه دوم

hop درست است .                                            2گزينه  

x x

f ( x)
f ( x) f ( ) f ( x) f ( )lim lim

x( x) x f ( )
lim

x
lim

(

x)
x) f ( ) f ( x)hop f ( )limhop) ( ) hop

)( )� �

� �
�� � � �

��� � � �
�� � �2

3 4
3 3 2 3 3 13

2 1 32 3 2 4x
limm

( x) x �
��2 22 1x � �2
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 مشتق توابع مركب

x يدر نقطه g(x)فرض كنيم تابع  a��  مشتق پذير و تابع�� �f x  در�� �g a گاه تابع مشتق پذير باشد. آن�� � � �� �h x f g x�  درx a��  مشتق پذير
 است و داريم: 

�� �� � � � � � � �� �h(x) f g x h a g a f g a� � �� � �   

�� �� � � � � �� � � �� �m mf u u f u , u m u u ��� � � �� � 1                                                                                                                            
 

�اگر) 101 �� � �
x

f h f
lim

h�

� � �
�

2 2 2
3m  باشد، مشتق تابع� �f x � xدر  1 ��  را به دست آوريد. 5

 :پاسخ��
� � � � � � � � � � � �

� �� � � � � �

h h

x

f h f f h f
lim lim f f

h h

f x f x f
x

� �

�

� � � � �� �� � � � � � �
�

� -� � -� �� � � � � � � .  .� " /" / 5

2 2 2 2 2 22 23 3
1 1 1 2 11 1 24 4 3 62 1

m lim
h hh   

 

�اگر  )  102 �f x
x

� �
�2

1
2 fگاه مشتق تابع باشد، آن 3

x
� -
 .
" /

xرا در  1 �
2

 به دست آوريد.  2

 پاسخ:�

� �
f f

x xx x
x

� -
 .�� - � � �� - � - � -  .�� � � � � � � . .  .  .  . � �" / " / " /" / � - .� . ." /" /

2 2 22
2

2
2

1 1 1 1 1 1 22 2 2 3 712 3
 

�اگر )  103 �f x x� � �2 �باشد، مشتق تابع  1 �y f x x�  )نهايي  ( تعيين كنيد.  xرا نسبت به  �25
  

�     :پاسخ� � � � � � � � � �y f x x y ( x x) f ( x x) y x f x x x x x� � � � �� � � � � � � � � � � � � �
22 2 2 2 25 5 5 1 1 5 1 1 5 1� � � � � � ��� � � � �� � � � � � �22 2� � � � � ��f� � � � �� �x x�x f x x xf x x x� � � � � x�x f x x xf x� � � � � 

 
                      

�مشتق )  104 �f x �3 6 xي در نقطه 2 �  كدام است؟  2به طول  ايدر نقطه fاست. مشتق تابع   �2برابر   1
                        پاسخ: �

      � �� �
� �

� � � � � �
x

x

x x f x f x f f
x�

�

� -
 .� � �� � � � � � � � � � � � � � . .�" /

3 3 3
21 3

1

6 66 2 2 1 6 2 6 2 2 2 2 4123 6 2
 

 
 

f) اگر  105 , g   توابع مشتق پذير باشند وg ( ) , g( ) , f ( )� �� � �3 5 3 2 2 y،  مشتق تابع  3 f(g(x))�   درx �  را تعيين كنيد .  3
 پاسخ  �

  y f(g(x)) y ( ) g ( )f (g( )) g ( )f ( )� � � � �� � � � � � �3 3 3 3 2 5 3 15 
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 ) مشتق توابع زير را به دست  آوريد . 106
 پاسخ ��   

                                                   

x x ( )(x ) ( x)( x )f (x) f (x)
x x (x )

( ) (x ) ( x) ( x )
x (x )g(x) g (x)

x x
x

� � � � � � � � �� - � -�� � � .  .� � �" / " /

� � � � � � �
� � ��� � �

� � �� -�  .�" /

8 7 2

2 2 2 2

2

2 2
3

2 2
3

2

3 1 3 1 3 5 2 3 185 5 5

3 5 2 3 1
3 1 5

5 3 13 5

 

 

xf) مشتق تابع  107 (x)
x

�
�

�
9 2

 )    1401را به دست  آوريد  ( ساده كردن الزامي نيست   )    (  خرداد   1

 

                                                                 پاسخ  � 
u( u )

u

( )(x ) ( )( x )
x (x )f (x) f (x)
x x

x

�
��

� � �
� ��� ������ �
� �

�

2
2

9 1 1 9 2
9 2 1

1 9 22 1

                 

 

xfي)  در تابع با ضابطه 108 (x)
x

� -�
�  . .�" /

32
2 ، حاصل3

x

f (x) f( )lim
x�

�
�2

2
 ، كدام است؟2

1(�21       2(�18                         3(12                          4(15 

       پاسخ:�

                                                                                      � �xx xf (x) f
x x x

x

�
� - � - �� ��� � � .  . .  .� � � -" / " / �

 .�" /

3 2 2
7

2 32 232 3 2 3 22 2 3

   

                                                                                                      � � � �
x

f (x) f( )lim f f
x�

� � �� � � �
�2

2 2 2 212            
)   اگر 109

x

f (x) f ( )lim
x�

�
�

�1
1 y، مشتق تابع51 f ( )

x
�

xدر2 �  كدام است؟ 2

1( 5
4   2 (�5

2    3 (5
2     4 (�5

4   

                       پاسخ:�
� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

� � � �

x x x

xx

f x f f x f f x f
lim lim x lim x f

xx x x

f f f f
x xx

� � �

��

� -� � �
�� � � � � � � � � .�� � � " /

�� -� � � � �� - � -� � �� � � � � � � . .  .
" / " /" /

1 1 1

2 22

1 1 15 1 1 2 1 511 1 1

5 2 2 2 1 1 5 51 12 2 2 2 4
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��اگر مشتق )  110 �3 1y f x� 1xدر نقطه   � �باشد مقدار  6برابر   �� �� � �2 3 2
x

f x f
lim

x�

� �
m  كدام است ؟ 

       1  (6    2  (3     3  (2    4  (3
2  

 پاسخ: ��   

                                                                     
� �

� � � �

x

x

y f x y f ( x ) y f ( ) f ( )

f x f
lim f ( )

x

�

�

� � � � �� � � � � � � � � �

� �
�� � � �

13 1 3 3 1 3 2 6 2 2

2 3 2 3 2 3 2 6m

          

f)  اگر 111 (x) x | x |� �
4 1
5 g(x)  و 5 x | x |�  ، كدام است؟ fogباشند، مشتق تابع  �4

 ) مشتق ندارد.4                           4)3                                3)2          2)1

 پاسخ:�

                                                                           

� �

� �

x xx x
f (x) x | x | g x

x xx x

x x
fog fog

x x

� �� ��� � � �� � 
�� 
�

�� �� �� 
�

3 54 1 5 35 5

3 33

 

 
fهرگاه )  112 ( x ) f( x) x x� � � � � �22 1 3 1 2 16 8 �با شد مقدار   8 �f �  كدام ا ست ؟ 1

       1  (8-             2  (2-  
      3  (8               4  (2  
 
 پاسخ:�

  xf( x ) f( x) x x f ( x ) f ( x) x f ( ) f ( )�� � � �� � � � � � � � � � � � ���� � � � � �22 1 3 1 2 16 8 8 2 2 1 6 1 2 32 8 4 1 8 1 2��
 
 

اگر )  113
x

f (x) f ( )g(x) x , lim
x�

�
� � �

�1
1 31 1 �با شد آنگاه  2 � � �fog �  كدام ا ست ؟  �

         1  (�2
3         2  (2

3 

         3  (3
4           4  (3

2 
  پاسخ:�   

                                                                           
x

f (x) f ( )g(x) x g (x) , f ( ) lim
xx �

�� �� � � � � �
�� 1

1 1 31 1 1 22 1 

                   � � � � � � � �fog x g (x)f (g(x)) f (g(x)) fog g ( )f (g( )) f ( )
x

� �� � � � � �� � � � � � � �
� �

1 1 1 3 31 2 2 42 1 2 1� g ( )f (g( ))� 1� ( )f ( ( ))� �� ��
2� f ( ) �1��
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xg(x)شكل مقابل است . اگر   fنمودار تابع   ) 114
f ( x)

�
�

3

2 gمقدار   3 ( )��  كدام است ؟  1

     1     (1-                                        2  (5 

    3    (1                                            4  (��5  

 

  3گزينه  پاسخ:

                                                                                              f ( )
L : y (x ) y x

f( ) ( )
�� � ���

� � � � � � � � � � � � �� �

2 133 3 2 2 3 13 (� 3 (x ))((x(x ))  

                                                                                    x x f ( x) ( )f ( x)( )f ( x) (x )g(x) g (x)
f ( x) f ( x)

�� � � � � ��� � �
� �

3 2 2 3

2 4
3 3 2 3 1 3

3 3 

                                                                                          ( )f ( ) f ( )( )f ( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )g ( )
f ( )

�� � � � �� � � �
2 3

4 4
3 1 2 2 2 1 2 1 3 1 1 2 1 1 1 11 12 1  

g(x)اگر )  115 , f (x)
x x x x

� �
� �5 5 5
1 gباشد مقدار   1 ( )f (g( ))� �5 53  خارج كشور  )   1402كدام است  ؟  ( تجربي تير    3

   1  (1
3    2  (�1

3     3  (��1                                4  (1  

        )  3( پاسخ : گزينه 

                                              x

g ( )f (g( )) (fog) ( )

x g(x) , x f (x) fog(x) fog(x) x
x x ( )

x
(fog) (x) (fog) ( )

�

� � ��

� �
� � � � � � ���� � � � �

� �� � � � �

5 5 5

5 5
5 5

5

3 3 3

1 1 1
2 2 12 2

1 3 1

fo�� fg(x) , x f (x) x

x
�5 5

1 1 xf ( )f ( x�
2 2x

 

 

y) خط به معادله  116 x� �3 xدر نقطه   5 � yبر نمودار تابع  2 g(x)�  مماس است . اگر
x

f (x) f ( )lim
x�

�
�

�1
1 2

2 2 (fog)باشد ،   3 ( )�  )  98كدام است ؟ ( 2

   1  (1                                         2  (2                                  3  (3                                      4  (4  

        )  4( پاسخ : گزينه 

                                    
x x

g( ) f (x) f ( ) f (x) f ( )y x , lim lim f ( ) f ( )
g ( ) x x

(fog) ( ) g ( ) f (g( )) g ( ) f ( )

� �

�� � � � �� � � � � � � � �� � � � ��

� � � � �� � � � � � �

1 1
2 1 1 2 1 1 1 2 43 5 1 12 3 2 2 3 2 1 2 3 3

42 2 2 2 1 3 43
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  نمودار  توابع 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

f) نمودار تابع  117 (x)   شكل مقابل است با بيان دليل مشخص كنيد كدام يك از نمودار هاي زير نمودار مشتق تابعf (x)   98است ( خرداد  ( 

 

 

 

 پاسخ:  �
 تابع ابتدا صعودي است پس مشتق مثبت است و سپس تابع به ماكسيمم مي رسد و مشتق صفر مي شود در نهايت تابع نزولي است پس    

 مشتق منفي مي شود . در نتيجه گزينه  ب   درست  است  .    

  

  

f , f� 

  

  

  

  

  

 
 

fاكيداً صعودي باشد . نمودار fدر هر بازه كه -1 بالاي  �
هاست يعني مثبت است و در هز بازه كه اكيداً  xمحور 

fنزولي باشد ، نمودار  ها  است يعني منفي  xزير محور  �
 خواهد بود .

 

ثابت باشد ( خط افقي باشد  )  fدر هربازه كه نمودار -2
fنمودار  ها است . xروي محور  �

 

fخط راست مايل باشد نمودار  fاگر نمودار -3 خط   �
 افقي خواهد بود . 

 

xدر  fاگر  -4 a�  ، زاويه دار باشدf xدر  � a�  

 نا پيوسته است .   

  

  

 ب الف پ
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fبه صورت زير تعريف شده باشد، ضابطه و نمودار تابع fتابع   اگر)  118  .را بنويسيد ��

                                                                                                                                                                                                                                   
x x

f (x) x x
x x

�� 
�
�� � � ��
� � ��

2
3 2

1 2
2 1 2

              � � 2x��� � 

 پاسخ:  �          

                

                                   
x x x

f (x) f (x) x xx x
xx x

�� 
� 
�
� ��� � � 
 
� � �� �
� � �� � ��

2
3 2 3

2 21 2
2 22 1 2

 2x

 
2 

 

 

)) نمودار مشتق  119 f fتابع با ضابطه  ��( (x) x x� �2  را رسم كنيد  . 4

 پاسخ: ��   

                   x x x x x
f(x) x x f (x)

x xx x x

� � � � ��� �� � � � �� � � 
� 
 ���

2
2

2
4 2 44 2 44

x
f (x)

��
� �

��
��

2 4xx
f ( ) ���� ��

�� 

 

 

 

 

x)  اگر  120 xf (x)
x x

� �
� �

��

3 1
3 fباشد نمودار تابع  1 (x)�  . را رسم كنيد 

xتابع در  پاسخ:  �   �          نا پيوسته و مشتق ناپذير  است .  1
x x

f ( ) lim x lim x
� �� �

� � � �3
1 1

1 1 3 3 

                 x x x xf(x) f (x)
xx x

� �� 
� �� � �� �
��� ��

3 21 3 1
3 13 1

 

 

xتابع در     � f                                   مشتق چپ دارد ولي راست ندارد چون در اين نقطه پيوستگي راست ندارد .    1 ( )
f ( )
�

�

� ��
� � ��

1 3
1 
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fشكل مقابل  است  نمودار  f) نمودار تابع  121   كدام است  ؟   ��

 

           1  (    2  ( 

 

 

         3  (      4  ( 

 

  پاسخ: ��

 تابع ابتداء صعودي است پس مشتق مثبت است سپس مشتق صفر مي شود و چون بعد از اين نقطه تابع نزولي است مشتق منفي   

  1دوبار  مشتق صفر مي شود پس از اين نقطه تابع صعودي است و مشتق مثبت مي شود در مبدا هم مشتق مثبت است پس گزينه   

 كاملا درست است  .    

 

 

f) اگر نمودار تابع  122  كدام گزينه است  .   fشكل مقابل باشد نمودار   �

 

    1  (      2  ( 

 

 

 

    3  (      4  ( 

 

 

   پاسخ: �

   f   3تابعي خطي  ( مايل  )  و  نزولي است  .بنابراين گزينه  fخطي   افقي  ( تابع ثابت   )  و منفي است بنابراين  تابع  �

 درست  است .   
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x) نمودار تابع  123 xf (x)
(x ) x

� � � ��� �
� 
��

2
1 2 2

1 2
 با  تغيير )   1401را رسم  كنيد  و به سوالات زير پاسخ دهيد ( دي ماه   

xدر نقطه    f) آيا تابع  الف         �� ��ب ) آيا تابع در بازه   مشتق پذير است  ؟  2 �,��  مشتق پذيراست چرا  ؟ 2

xدر  f) مشتق راست تابع پ             ��  را به دست آوريد .  2

 

 

 

 پاسخ: ��      

xالف ) مطابق شكل ، تابع در   �  ولي پيوستگي چپ ندارد بنابراين در اين نقطه مشتق ناپذير است .  ، پيوستگي راست دارد 2

�بازه  اينب ) تابع در     �,��  ذير است و داريم  : دارد بنابراين مشتق پ چند جمله اي خطي است و در تمام نقاط اين بازه مشتق چون  2

                                            y (x )� � �2 1  

پ )                            

x x x

x f (x) x

(x )x ( ) x xf ( ) lim lim limx x x� � ��
� � �

� � � �

�� � � � � � �� � � � �
� � � �2 2 2

2 1 2

21 2 3 1 1 1 12 2 2 1 1 (x )� 2 ( )
�

� �
1
22 1 1

 

 

k) نمودار توابع  241 , t , h , g , f  .  را به نمودار مشتق آنها نظير كنيد 

 

  

  

 

                          1                                             2                                  3                               4                                    5  

 

 

 

          

                              2                                      4                                 1                                     5                     3 

  
 

 

 

 

 

 

 

 ���������	
��
�	�
��	��
www.riazisara.ir



 

 آكادمي رياضي مهندس روحاني 
 

 به سبك روحاني      3رياضي  45

 مشتق توابع شامل عامل صفر كننده:      

   شود.رو محاسبه ميهروب ضرب به شكلدانيم مشتق حاصلطور كه ميهمان

                         �� � a a a aauv u v v u� � �� �                  
��در توابعي به فرم  حال � � � � �x xf x u v�  كه در آن�� �au ��و  � �xv  درx a�� داريمپيوسته باشد ،: 

�� � � � � �a af a u v� ��  

�� �f a ( )( )� �   

 
 
 
    
 
 
 
 
 

f(x)) مشتق تابع  125 (x )(x )(x )(x )�� � � � �1 2 3 xمفروض است. مشتق آن را در نقطه 4 ��  به دست آوريد. �4
 پاسخ: ��

�عامل صفر   �x �  كنيم.است. بنابراين از اين عبارت مشتق گرفته در الباقي فقط مقدار گذاري مي4
)f ('( () ( ))( )� � � � �� � � �� 64 1 4 2 4 34 1 ( ))(() � �6)(()  

xyي) مقدار مشتق تابع با ضابطه 126 (x )
x
�

� �
�

3 21 2 xيرا در نقطه1 �  به دست آوريد.1

 پاسخ:�

           
x

y ( ) ( ) ( )
x

x |
�

� -
� � � � �  

"

�
..
/�

33 3
1

21 11 12
31 3   

�) اگر  127 � � �f x x x x x� � � �32 22 �باشد ، حاصل  7 � � �
h

f h f
lim

h�

� � � �1 1
m   92كدام ا ست ؟ ( سراسري   ( 

        1  (6-                               2  (3-                           3  (�3
2                           4  (�3

4 

 پاسخ:�    

            � � � �
xh

f h f
lim f ( ) ( x ) x

h
x ��

�

� � � �
�� � � � � � � � � ��3

1
21 1 1 2 1 3 2 67m 

 
 

x(xاگر  )  128 )(x )f (x)
(x )(x )(x )(x )

� �
�

� � � �
5 6

1 2 3 �مقدار  ،  با شد 4 �f �  را به دست  آوريد  �5

 پاسخ:�           

                           � � x
(x)(x )

(x )(x )(x )(
f ( ) (

x )
) � �

��
�

� � �
�

� � �
�5

55 1 24
6

1 2 3 4 

 

 مشتق عامل صفر
 الباقي

 الباقي مشتق عامل صفر

 مشتق عامل صفر كننده مابقي عوامل

 

ها در اي بخواهند كه يكي از عاملباشند، اگر مشتق را در نقطهدر توابعي كه به صورت ضرب چند عامل در هم مي
       ها ضرب كنيم، و سپس شود، كافي است فقط از عامل صفركننده مشتق گرفته و در بقيه عبارتآن صفر مي

 . طول نقطه را در آن قرار دهيم
 

 مشتق عامل صفر الباقي

 الباقي مشتق عامل صفر
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  مشتق توابع شامل براكت 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

	در تابع با ضابطه  )  129 
f (x) x x�     مقدار� � � �/ /f f�� ��� � �/� f�� �f    87كدام است  ؟ ( سراسري تجربي  ( 
       1  (��1                           2  (                            3  (1                             4  (2 
 پاسخ:��

                                                                                                                                                        

	 


� � 	 


x

x

x

x

lim x x

x
lim

xx x
f lim

x
x

lim
x

�

�

�

�

�

�

�
�

�

$ �� �% #

$ �� �% # �
�

�
� � �

�
$ �� �% # �
�

1

	m x x	

m
�

x �

m
�

�$ � �%$$%%$ #��##�

� � �#��##�

 
��

x� �

�
x

x
lim�
�
m ��

� � �#��##� 1� 1# � 1

 

 
fمجموع مشتق چپ و را ست تابع  ) 130 (x) x x[x]� � �2 xدر نقطه   3 �  كدام ا ست ؟    

  2)  4                1)  3      ) صفر   2              -1)  1      

                پاسخ : �       
x
lim x x[x]

�

�

�
$ �� � � � � � �% #

2 3 3 3
� % #

�$ � 3�$ �� � �%
$
%
$$
% #

��
##
� 

 

                                                           
� �

� �

[ ]
x x

[ ]
x x

f (x x( ) ) ( x)
( ) ( )

f (x x( ) ) ( x )

�

�

�
� � �

��
� � �

� � ������ � � � � �
�� � � � � ��
� � ������ � � � � � � � ���

2

1 2

3 2
1 1

1 3 2 1 1

]� ���������������

]�����������1
x� 1x( x )x � �

� x(x x( ) ) ( x)� x��
2 ) () (x xx) � �(

) 1) � �

� (x� 2

 

 
�)  اگر  131 �	 
f (x) x x� � �1 2 /مقدار   1 /f ( ) f ( )� ��1  كدام ا ست ؟  1

 ) صفر 4                 1)  3             3)  2               -1)  1          
 پاسخ:�     

                                        

� �	 


� �	 

	 


	 


x

x

x x

x

lim x x f ( )

lim x
x xf (x) f ( )lim lim f ( ) f ( )

x x
lim x

�

�

�

�

�

�

� �
� �

�

$ �� � � � �% #

� � �
�� �� � � �� � � � � � ��� � � � ���

1

1

1 1

1

1 2 1 3 1

2 1 3
1 2 11 1 1 3 2 11 1 2 1 2

f ( )���$$ ��
%% ## f (% #

 

 

 
در توابعی که شامل براکت هس'د ابتدا gوستگی "بع را در نقطه داده شده بررسی می کنیم .سپس در یک همسایگی 

 می دهیم .م'اسب با آن را قرار صحیح تکلیف قسمت براکتی را تع\ن نموده یعنی عدد             مناسب gرامون 
 در نهایت با توجه به نوع gوستگی مش# می گیNم .                          

 

 

 متفاوتهولي مشتق چپ وراستش 

اين يعني پيوسته است 
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	اختلاف مشتق چپ و راست تابع ) 132 
f (x) x x� �2 9 xدر  2 ��  چقدر است؟ 3

1(66    2(6    3(36    4(18       

   پاسخ:��

xتابع در                � 	پيوسته است  چون :    3 

x

f ( ) lim x x
�

� � � �2
3

3 9 2	 

x
lim x x	
�

�2
3

lim x  پس مشتق چپ و راست را حساب كرده و از هم كم مي كنيم  .  	

     
x f (x) (x ) f (x) x f ( )

( )

x f (x) (x ) f ( ) x f ( )

�

�

$ �� �% #
�

$ �� �% #
� �

�
� �� ������ � � � � � � � � ��

� � � � ��
�
� � �
 ������ � � � � � � � � � � � � ��

2 3 6 2

2 3 5 2

3 9 6 12 3 12 3 36
36 3 66

3 9 5 3 1 3 1 3 3

) 66) �

x f ( )�� 1 3 3x f ( ) � � � � �

 

 

xfاگر )  133 (x) [x]
x

�
�

2

باشد، حاصل  1
h

f ( h) f ( )lim
h��

� �3 3
�

 كدام است؟ 

   1 (1
4    2(1

2    3(3
4    4(9

2  

                          پاسخ:�       

                              
	 


h

f ( h) f ( ) x x xlim f ( ) f (x) [x] x f(x)
h x x x�

� �
�

�

� � �� � � � ����� � � �
� � �

2 2 23 33 3 33 3 31 1 1� 

                                                                                                                                                 
X

x(x ) xf ( )
(x ) �

� � �� � � � �
�

2
2

3

6 1 3 36 27 93 4 41
  

 
�اگر )  134 � 	 
f x x x� �2 �مقدار 1 � � �f f� �� ��1  كدام ا ست ؟ 1

 ) قابل تعيين نيست 4            1)  3             2)  2             3)  1  

 پاسخ: �   
xبه ازاي   � xداخل براكت صحيح مي شود و تابع داخل براكت صعودي ا ست پس  تابع در  1 � فقط پيوستگي راست دارد و پيوستگي چپ ندارد . بنابراين   1

 مشتق راست دارد ولي مشتق چپ ندارد 

                                                                                � � � �
� �

x

x

f x x

f x
� �

� �

�� � �

� �
1

1

3 3 

xyاگر  )  135
x

�
�آنگاه حاصل  �1 �y y y x�� �2 2  كدام است؟ 1

 1 (x2       2 (x2 3 (x4 4 (x�2 

 پاسخ: �      

          � � � � xy y y x y (x ) (x ) x
x

�� -��� � � � � � � . .�" /

22 22 1 1 1 21 

 

 چون پيوستگي چپ ندارد مشتق چپ ندارد
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xf) اگر  136 (x)
x
�

�
�

1
��آن گاه مقدار  1 �f ( )� �1  كدام  است  ؟  2

    1  (2    2  (4    3  (6    4  (1  
 پاسخ:��

                                        x y xy yx y x x(y ) y x f (x)
x y x

�� � � � �
� � � � � � � � � � � � � �

� � �
11 1 11 1 11 1 1 

                                                                         � � � �xf (x) f (x) f ( )
x (x )

� � �� � � �� � � � �
� �

1 1 1
2

1 2 2 21 1 

                                                                                راه حل حرفه اي                                                                                                                

                                    � �
x b x a
x

x

(f (b)) f ( )
f (a) f ( )

(x )

�
� � � �� �� ��

��

� -
 .��  .� �������� � � �

� � �  .
 .�" /

1 2 31 11

2
3

1 1 12 223
1

 

 

   )  با فرض 137
x x

f (x) x
bx a x

�� 
�� ��
� � ��

1 11
1

fاگر حاصل    ( ) f ( )� �� �� �
31 1  كدام است؟ aباشد.  2

     1(�2     2(2    3(3    4(�3  

 پاسخ: �
 

   

      

 

 

 

تابع با ضابطه ) 138
x x

f (x)
x bx c x

� � � �
�� �
� � � � ��

�
2

5 2 2
1 22

xدر    �   )   99كدام است  ؟  ( تجربي داخل     cمشتق پذير است ، مقدار   �2

    1  (�2
3   2  (�1

3     3  (1
3     4  (2

3  

 3 پاسخ : گزينه

                       

x

x x

x b b bf ( ) f ( ) x
lim f(x) lim f(x) f ( )

b c c( )b c� �

��

� �

�� ��

� �� ��� � � ���� � � ��� �� � � ��� � ��� �� � �� � � �� � �� � � � � �� � � � � � �� ���

2

2 2

2 1 722 2 3 32 5 2
2 11 2 54 2 5 4 3 32

 

x x x xf (x) f (x) b ax
bx a xbx a x

x
f (x) f ( ) , f ( ) bx

b x

b b b a a

� �

�� � � � �� �� � � � � ��� �
� ���� � ��

� 
�� � �� � � ��
� ��

� � � � � � � � � �

1 1 1 11 11

1 1 11 12 21
1 3 2 22 2 a�� �

     باشه يادت 
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 :  آهنگ  متوسط  آهنگ  تغيير   و
 
 
 
 
 
 
 
 
 

��تابع )  139 �f x ي با ضابطهf (x) x x�� � �2 5  داده شده است. 4
 تعيين كنيد. xالف) دستور كلي آهنگ متوسط تغيير اين تابع را نسبت به متغير 

xب) آهنگ متوسط تغيير اين تابع را وقتي  / , x�� � �4 3/ , x, x  را به دست آوريد. �
xج) آهنگ آني را در  ��  به دست آوريد. 3

 
 پاسخ: ��

                                                                                            � � � � � � � �x x x x x xf x x f (x)y
x x x

� � � � � � � � �� � ��
� �

� � �

2 25 4 5 4
 (الف 

 

                              � � � � � � � � � �� �/ /f x x f (x)y / / /
x x / / /

� � � � � � �� � �� � �
� � � �

� �

2 23 4 5 3 4 4 3 5 3 4 1 2 16 2 3 36
4 4 4

�� � � ��� �/ �2 � � � ��/�4 5 3 4 4 3� � ��/ /� � �� � � ��/ /� � �� �� � ��/� //
/ / /

� �4 4 4/ /
 (ب�

                                                                       � � � � � � � � � � � �
x

f x x f x
lim f x f x x x

x� �

� � � �� �� � � � � � � �
�

2
33

3 5 4 2 5 11m ج) 
 
 

�) اگر  140 �f t t t� �2 tدر بازه ي زماني   fباشد ، نسبت آهنگ متوسط تغيير  tنمايش جمعيت يك نوع باكتري در زمان   3 /� �1 1 به آهنگ لحظه  2
tدر  fاي تغيير  �  كدام ا ست ؟   1

 پاسخ:�      

                                                                                                       

� � � � � � � �� � � �

� � � �x

/ /f / f / /
/ /

/f t /
�

� � ��
� � �

�

� � � � � �

2

1

1 2 3 1 2 1 31 2 1 1 4 5 21 2 1 2 2

5 21 2 3 5 1 45

/ /�
4/ 5 2/

/ 2/

4
 

 
	) در چه نقطه اي از بازه  141 
,9 fآهنگ لحظه اي  25 (x) x� با آهنگ متوسط آن برابر است ؟ 
 پاسخ:�      

                                   � � � � � �f f
, f x x x

x x
� � �� � � � � � � � �
�

25 9 25 9 2 1 1 1 4 1625 9 16 16 82 2 

  

در  اي، همگي يعني مشتق تابعشيب خط مماس بر تابع، تغيير آهنگ يا تغيير آني، تغييرات لحظه    
 . داده شده ينقطه

    يشيب خط مماس در نقطه تغيير آهنگ    
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tليتر مايع است. در لحظه   4) گنجايش ظرفي  142 ثانيه از رابطه ي    tسوراخي در ظرف ايجاد ميشود اگر حجم مايع باقي مانده در ظرف پس از   ��

�� �t
tV � -� � .

" /

2
4 1 1

t� -���
"
  
"

1� �� 
"
  1 .

//
..
//

	به دست مي آيد در چه زماني آهنگ تغيير لحظه اي برابر آهنگ تغيير متوسط  آن در بازه     
,1  
 مي شود  ؟   1,

 
 پاسخ:��  
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سطح  ) جسمي را از سطح زمين به طور عمودي پرتاب مي كنيم . جهت حركت به طرف بالا را مثبت  در نظر مي گيريم . فرض كنيد ارتفاع اين جسم از 143
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تغيير        متوسطآهنگ   

آهنگ  لحظه اي تغيير     

تغيير        متوسطآهنگ   

 آهنگ آني  

 اختلاف  

 اختلاف  

 الف  (         متوسطسرعت   

  لحظه اي    ( ب   سرعت   

 حالا آهنگ تغيير رو مساوي تغييرات متوسط قرار مي ديم 
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تغيير        متوسطآهنگ   

 آهنگ  لحظه اي 

  متوسطآهنگ   

آهنگ لحظه    اختلاف سرعت ها 

 آهنگ  لحظه اي همان شيب خط مماس است  

 آهنگ  متوسط همان شيب خط قاطع است  
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